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1 Introduktion av kurvintegraler

For att introducera det nya begreppet, kurvintegraler, anvéinds féljande de-
finition. Lat n € N, lat F : R"— >R" vara ett C°-vektorfilt och lat r :
[a,b] — R™ vara en parametriserad och orienterad C'-kurva. D4 definieras
kurvintegralen av F ldngs kurvan enligt

b

/ F(r(t)) - r'(t)dt (1)

Virdet av integralen kallas for arbetet som utrédttas av F. Det finns tva
viktiga propisitioner:

e Kurvintegralen dr oberoende av parametriseringen, d.v.s. att den en-
dast beror pa sjalva banan och inte pa hur den genomlops exakt.

e Integralen byter tecken da kurvan byter orientering.

For att nu kunna anvénda sig av och berédkna olika kurvintegraler behéver
notationer, konventioner och beteckningar inféras. Det finns 6 stycken:

1. Beteckning av kurva: v = r(t) ddr a <t <b

2. P.g.a. propositionerna kan en mer kompakt notation for kurvintegralen

/F-dr 2)

3. For n = 2 ger det att F = (Fy, F3) = (P,Q), dr = (dz,dy). Detta im-
plicerar att: F-dr = Pdx+ (QQdy som i sin tur ger foljande kurvintegral:

[yF-dr—/PdI—l—Qdy (3)

o

anvandas:
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For n = 3 ger det att F = (F, Fy, F3) = (P,Q, R), dr = (dx,dy,dz).
Detta implicerar att: F - dr = Pdx + QQdy + Rdz som i sin tur ger
foljande kurvintegral:

/F-dr:/Pdw+Qdy+Rdz (4)

2l v

4. Lat 1,792,973, ..., Yo vara Cl-kurvor sa att for varje i = 1,...,n—1, sa ar
slutpunkten av v; = startpunkten av v,4;. Da betecknas v = >~ |y
som den styckvis C'-kurvan man far om man sa kallat limmar ihopdd-
em. Observera att 79 + 7, kan vara odefinierad dven om ~; + 7, &r
definierad. Notera &dven:

/WF-dr:z::/%F-dr (5)

5. Med —vy menas samma kurva som v med motsatt orientering

/_WF-dr——/WF-dr (6)
ynglr (1)

indikerar att + &r en sluten kurva. Aven enkla och slutna kurvor kan

ha olika riktningar och dédrav &r det naturligt att fraga sig ”at vilket
hall?”

6. Integralen

For att besvara fragan i notation (6) hinvisar man till Jordan Curve
Theorem som séger: Lat v vara en enkel och sluten C%kurva i R?. Da bestar
R?\ 7y av exakt 2 sammanhingande komponenter. Dessa komponenter kallas
for kurvans insida och utsida. Insidan ar alltid en begrdnsad méngd, och
ustidan ar den méngd som alltid &r obegrénsad. Definition: Lat v vara en
enkel och sluten kurva i R?, siigs v vara orienterad moturs/positivt orienterad
om insidan av « ligger till vénster om fardriktningen. Och den sdgs vara
orienterad medurs/negativt orienterad, om insidan av ~y ligger till hoger om
fardriktningen. Konvention:

;15 F.dr (8)
o

}5_ F . dr (9)

innebér moturs/positivt.

innebdr medurs/negativt.



2 Kurvintegraler med parametrisering och in-
troduktion av potential

Berékning av kurvintegraler kan generellt goras pa tre sétt - genom paramet-
risering, med potential da vektorfaltet dr konservativt eller med Greens sats.
Att berékna kurvintegraler med parametrisering foljer direkt av definitionen
for kurvintegral och kan illustreras med ett exempel.

Exempel: For ett vektorfilt F(z,y) = (82% — %, 22% + y) och kurvan ~
som &r triangeln med hérn i (0,0), (2,0) och (0,4) kan kurvintegralen

yﬁ F . dr (10)

berdknas genom att parametrisera v pa de tre olika intervallen mellan punk-
terna. Mellan (0,0) och (2,0) kan kurvan parametriseras med r(t) = (¢,0)
diar 0 <t < 2. Fran kurvintegralens definition och inséttning av parametri-
seringen fas att forsta delen av kurvintegralen kan berdknas med

2
(8t%,2t) - (1,0)dt = / St dt
0
(11)

déar resultatet blir %—4. Om samma sak gors for det andra och tredje intervallet
pa kurvan summeras sedan integralerna over delkurvorna for att bestamma
vardet pa kurvintegralen 10, som blir %.

For att slippa parametrisera kan man berdkna kurvintegraler med po-
tential istéllet, men for detta kravs det att vektorfiltet ar konservativt. Ett
vektorfilt F ségs vara konservativt om det existerar ett skalarfalt ¢ sadant
att Vo = F, dir F och ¢ maste vara definierade pa samma domén D i R™.
Om detta géller kallas ¢ for F:s potential. Enligt en sats kan kurvintegralen
sedan berdknas med

[ ¥y o= [ wwo-0ow- [

71 1 71

[ ¥ = otb) - o(a) (12)

Y

dar a ar kurvans startpunkt och b kurvans slutpunkt. Fér denna sats kravs
att F € C° &r konservativt och v € C?! #r definierad i samma domén D som
F och ¢.

Bevis: C'-parametrisera v som r(t) dir a < ¢t < b. Enligt definitionen
av kurvintegral och eftersom F &r konservativt fas att vénsterledet i 12 kan
skrivas om till

b b
/ F(r(t)) - r'(t)dt = / ng(r(t))-%r(t)dt. (13)
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Detta uttryck kan skrivas om genom att anvénda kedjeregeln bakldnges och
dérefter integralkalkylens fundamentalsats. Det &r saledes lika med

b

) %aﬁ(r(t))dt = ¢(r(b)) — ¢(r(a)) = o(b) — ¢(a) (14)

vilket dr hogerledet i ekvation 12. VSB.

Satsen far tva intressanta foljder for kurvintegraler for konservativa vek-
torfilt. Tva kurvor med samma start och slutpunkt kommer alltid ha sam-
ma véarde pa kurvintegralen mellan punkterna, och slutna kurvor kommer
ge virdet noll pa kurvintegralen eftersom a = b. I parametriseringsexemplet
inses da att F inte kan vara konservativt, eftersom kurvintegralen 6éver den
slutna kurvan var nollskiljd.

3 Potentialer och slutna kurvintegraler

3.1 Framtagning av potentialfunktionen

Ifall det gar att integrera féltet i alla dimensioner var och en for sig sa att

resultatet gar ihop sa kan det stimma att V& = F.
Av definitionen framgar att F(x,y) = (g—f, 92 och pa motsvarande sétt
Y

i fler dimensioner. Detta kan skrivas ut som ett ekvationssystem:

9¢

Fi(r.y) = 5 (15
Fao) = 5 (16)

Eftersom det maste gélla att
0 [0 dr — 0o (a7

ay) 9x " oy

ar det i vissa fall mojligt att hérifran ta fram en funktion ®. I de fall dar det
ar omojligt att ta fram en sadan funktion kan en sadan funktion inte héller
finnas, varfor filtet inte kan vara konservativt.

I fler dimensioner blir ekvationssystemet naturligt mer svarlést, men en
existerande potentialfunktion ® maste alltid 16sa ekvationssystemet. Ett [am-
pligt tillvigagangssatt kan vara att integrera alla komponenterna var och en



for sig och se om det kan stimma. I tre dimensioner:

/Fl(ZE,y,Z)dI:fl(I,y,Z)—f-gl(y,Z) (18)
[ B2y = ooy 2) + ala2) (19)
/Fg(l',y,Z)dZ:fg(.%,y,Z)—Q—gg(%,y) (20)

Ifall det &r mojligt att vélja g1, g och g3 sa att

(I)(ZL’, Y, Z) - fl(xv Y, Z) +gl(y7 Z) - f2(l’, Y, Z) +92(x7 Z) - f3<1’, Y, Z) +gg(l’, y)

(21)
finns det en l6sning till ekvationssystemet och dédrmed en potentialfunktion
®. Samma princip som géller for tre variabler kan anvéndas for n variabler.

3.2 Slutna kurvintegraler

Pa grund av att kurvintegraler i konservativa vektorfalt &r lika med poten-
tialforandringen framgar att alla slutna kurvintegraler i ett vektorfilt maste
ha virdet 0. Aven det omvinda giller enligt en sats. Dirmed #r det ekviva-
lenta pastaenden att alla mojliga slutna kurvintegraler i ett visst vektorfilt
har viardet 0 och att vektorfaltet dr konservativt.

Beuvis: Lat F vara ett kontinuerligt vektorfalt i en bagvist sammanhéngande
oppen mingd. Lat v, vara en Cl-kurva med start i A och slut i B. Lat ~,
vara en rak linje fran B till C = B + he;, dér e; édr en enhetsvektor i samma
riktning som variabeln z;. Eftersom vi antar att alla slutna kurvintegraler
har viardet 0 maste alla kurvintegraler vara oberoende av vigval. Det spelar
dérmed ingen roll vilken vig fran A till B som ~; tar. Darmed kan vi vélja
funktion U sadant att

U(B) = / F . dr (22)

giller for alla punkter B och Cl-kurvor v; som uppfyller definitionen ovan.
Det star dven klart att om sa ér fallet maste

U(C) = / F-dr (23)

om 73 dr en Cl-kurva med start i A och slut i C. Det star klart att vi kan
vilja v3 = 1 + 72 och dérmed att

U(C)—U(B):/ F~dr—/F-dr (24)
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vilket med hjilp av medelvirdessatsen ger

72 72

dar 0 < @ < 1. Dividerar vi allt med h far vi

U(B + he;)) — U(B)
h

— Fy(B + 6he;) (26)

vilket om vi later A ga mot 0 innebéar att axU = F; Eftersom detta giller
for alla index 4 har vi visat att VU = F vilket per definition innebér att
vektorfaltet dr konservativt. VSB.

4 Virvelfritt falt
90 oP

= —. Om man

ox Oy
antar att F ar konservativt och att det existerar ett U sadant att F=V U dar

F ér en C! kurva och U en C? kurva kan man bevisa att om F r konservativt
implicerar det att F dven &r virvelfritt genom:

Ett C! vektorfilt F #r enligt definitionen virvelfritt om ——

P=

oU 9P D (8(]) _ 90U _0Q o

dr  dy oy\dr) oxdy Ox
och det &r bevisat att om F konservativt = F virvelfritt
Foljande exempel illustrerar att det omvénda inte alltid géller:

F(x,y):( A ) (28)

$2+y2 -T2+y2

0 oP
For att visa att F ar virvelfritt ska 8_Q =30 . Detta visas tdamligen enkelt
Z Y
da:
0 —y @+ +2 -t (20)
Oy \ 22 + 32 - ($2 =+ y2)2 - (IQ + y2)2
samt att:
0 T (@) 22 P —a? (30)
dr \22+y2) (224922 (22 +y?)?

Eftersom de bada derivatorna ar lika ar F virvelfritt. Nu aterstar att visa
om F ar konservativt. Om F ej ar konservativt géller att det finns en sluten



kurva «y sa att f,y Fdr # 0.1det hir exemplet viljer vir(t) = (Rcost, Rsint)
vilket ger:

2T ( _Rsint Rcost
F.dr= - (—Rsint, R t)dt =
[y T /o ( R ) (—Rsint, Rcost)

2T [ R%sin?(t) R? cos?(t) o
A —— | dt = dt =2
/0 ( R ) " ( R? ) /0 "

Integralen &r alltsa nollskiljd och det ar visat att om F ar virvelfritt inte
implicerar att F &r konservativt. Sammanfattningsvis géller det att om banan
innesluter origo kommer arbetet som utfors att vara nollskild.

(31)

5 Greens sats i planet

Lat P och Q vara C'-funktioner definierade i en éppen mingd € i planet.
Om det kompakta delomradet D till €2 har den positivt orienterade randen
0D bestaende av Cl-kurvor, giller att

ﬁD(de + Qdy) = // 29 O—P Ydady. (32)

Ezxempel: Berikna kurvintegralen

K = yg(ydx + 2zdy), (33)

dér v ar enhetscirkelns rand foljd moturs.
Losning: Uppenbart uppfylls kraven till greens formel, darfor tillimpar
vi denna pa integralen

K= §é (ydz + 2udy) — //D (%(zx) _ é%(y))dxdy _ //D dody,  (34)

dar D ar omradet inneslutet av . Uttrycket kdnns igen som en helt vanlig
areaintegral 6ver D, vilket ger att

K=17 r=nm. (35)

Svar: Kurvintegralens virde &r .



6 Greens sats i rummet

Vid 6vergangen fran planet till rummet for vektoranalysen ar det fordelaktigt
att forst illustrera en skillnad som uppstar mellan planet och rummet med ett
par fysikanknutna exempel. Fran fysiken &r det kiant att gravitationskraftfalt
fran en stor punktmassa samt elektriska falt fran punktladdningar &r kon-
servativa vektorfilt i R?\ {(0,0,0)}, om punktmassan respektive punktladd-
ningen befinner sig i origo. Det &r ként att kurvintegraler, arbete, for dessa
vektorfilt kan beridknas med hjilp av potential och de maste ju saledes vara
konservativa. Bada dessa filt dr konservativa i rummet dér just en punkt har
uteslutits fran definitionsméngden.

Om istéillet magnetfiltet B som produceras av konstant strom / genom
en oéandligt lang och tunn ledare betraktas, dir stromriktningen ar i positiv
z-led, kan B skrivas som

o [# (e =5m0) PR {(0.0.2) 0
Odefinierat pa {(0,0, 2)}.

Filtet kan betraktas i tva dimensioner eftersom dess z-komponent &r 0. Da

aterfas faltet i uttryck 28 som behandlades i avsnitt 4, sa nir som pa en

konstant faktor. Som visades dér ar filtet virvelfritt men inte konservativt,

vilket saledes géller d&ven for B for varje varde pa z.

Intressant ar att da endast en punkt tas bort fran definitionsméngden
maste vektorfiltet, om det ar virvelfritt, fortfarande vara konservativt i al-
la punkter som tillhoér definitionsméngden, men inte nédvéandigtvis om en
hel linje tas bort fran definitionsméngden. Aven om B #r virvelfritt dr det
inte konservativt i sin definitionsméngd. Detta géller i allménhet och inte
bara i dessa exempel, och kommer ldgga grunden till definitionen av enkelt
sammanhdngande i tre och hogre dimensioner.

6.1 Definition 1: curl, virvelfria filt i R3.

Om F ér ett C'-vektorfilt definieras rotationen av F som: curl(F) =V x F
vilket blir foljande:

0F; 0F, 0Fy, O0F; 0F; 8F1> (37)

Curl(F):(@y 9z 0z Oz dr Oy

Filtet F siigs vara virvelfritt om curl(F) = 0.



6.2 Definition 2: divergens av vektorfilt.
Divergensen av ett C''-vektorfilt F definieras som skalirfiltet

OF, O0F, L 0F3'

div(F) =V -F = pe + o o,

(38)

6.3 Gauss divergenssats.

Lat G vara ett C'-vektorfiilt definierat i nagon 6ppen méngd € i rummet. Om
det kompakta delomradet D* till €2 har en rand D* bestaende av Cl-ytor
och med utatriktad normal N giller att

8D*G-]\7d5= ///D L(V-G)av (39)

Notera att denna sats dr mycket lik Greens formel i planet, men istéllet
for en kurvas rand integreras hér en ytas rand.
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