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1 Kurvintegraler

Definition: Lat n € N och F : R® — R" vara ett C’-vektorfilt och lat r : [a,b] —
R? vara en (parametriserad och orienterad) Cl-kurva. DA ir kurvintegralen av
F' langs kurvan integralen

b
/ F(r(t)) - r'(t)dt.



Denna integrals véirde kallas arbetet som utrédttats av F' och ar oberoende av
parametriseringen, dvs den beror enbart pé sjdlva banan och inte pa hur den
genomlops. Déremot byter integralen tecken da kurvan byter orientering ty ett
orienteringsbyte leder till att 7'(¢) byts ut mot —r’(t).

Da kurvintegralers viarde ar oberoende av val av parametrisering betecknas
kurvintegraler ofta som

/F~dr
¥

utan hénvisning till ndgon parametrisering, déar v betecknar kurvan.

2
2.1

Kurvor

Notation

. En midngd M C R”" sdgs vara bagvist sammanh&ngande om varje par

punkter kan férbindas med en C°-kurva som inte limnar M,
Vp,ge M Fr:fa,b] = M

Sa att r(t) ir CY och r(a) = p, r(b) = q.

. 7y betecknar vanligtvis kurvor

.Dan =24 F = (F,F;) = (P,Q) och dr = (dz,dy) = F -dr =

P-dr+Q-dy.Dan=3a F-dr=P-de+Q-dy+ R-dz

. Lat 1,72, ...7n vara Cl-kurvor si att for varje i = 1,...(n — 1) &r slut-

punkten av «; = startpunkten for ;1. Detta noteras som:
n
Y=mAnto = %
i=1

Och integralen langs v kan skrivas som:

/F-dr: /F~dr
g i=1 77

[

OBS: 75 + 71 kan vara odefinierad &ven om -y + 72 &r definierad.

. Med —v menas samma kurva som -y fast med motsatt orientering

é/ F-dr:f/F-dr
- ¥
¢F~dr
¥

indikerar att v ar en sluten kurva

. Notationen



2.2 Jordans kurvsats

Jordans kurvsats sdger att varje kontinuerlig, sluten och enkel kurva i planet
delar upp planet i en del I som innesluts av kurvan och en del utanfoér kurvan Y.
Mer precist ar I och Y tva disjunkta sammanhéngande delméngder sadana att
bade I och Y har kurvan som rand och det inre omradet I &r begrinsat medan
det yttre omradet Y &r obegridnsat. Observera att det att den ena méngden
ar begridnsad medan den andra &r obegriansad gor det mojligt att skilja mellan
de tva mingderna. Jordans kurvsats kan verka uppenbar men &r i sjilva verket
mycket svarbevisad.

Detta later oss entydigt bestdmma i vilken riktning kurvintegraler langs en
rand gar genom att bestdmma huruvida insidan ska vara till vénster eller hoger i
kurvans riktning. Enligt konvention &r insidan till vinster, och den enkla kurvan
langs en rand gar moturs.

3 Att berakna kurvintegraler

For ett CO-filt F : D — R™ pa en domén D C R™ och en C'-kurva v € D kan
kurvintegraler bland annat berdknas genom

1. Parametrisering:
Om 7 : R — R"™ &r en parametrisering av v och v gar fran r(a) till 7(b),
géller enligt kurvintegralens definition att

/WFodr = /ab F(r(t)) -r'(t)dt

2. En potential:
Om F = V¢ och kurvan v gar fran a till b har vi att

/F~dr — 6(b) - d(a)

3. Greens sats:
Om n = 2 och v = 0¥ &r en enkel sluten kurva dir ¥ C D géller

0Q oP
F-dr:// (—)dxd
o)) b)) Oz oy Y

Greens sats kan generaliseras till 3 dimensioner i form av Stokes sats som
vi gar igenom i LV7. Stokes sats kan i sin tur generaliseras till &nnu hogre
dimensioner, men det gor vi inte i denna kurs.

Dessutom kan man transformera kurvintegraler genom att addera och sub-
trahera kurvor. Detta anviands speciellt for att sluta en icke-sluten kurva sé att
Greens sats kan anvindas.



4 Konservativa falt

Konservativa falt dr CO-vektorfalt F : D — R™ dér kurvintegralens virde enbart
beror pa kurvans start- och slutpunkt. Mer formellt &r konservativa falt vektor-
falt for vilka det finns ett skalarfélt ¢ : D — R sadant att F' = V¢. Det f6ljer
fran denna definition att for alla Cl-kurvor v i D sa ir f7 F -dr = ¢(b) — ¢(a)
déar a och b &r ~:s start- och slutpunkter. Har foljer ett bevis av detta:

Bevis: Vilj en Cl-parametrisering av v, sig r(t), diir ¢t gar fran a € R till
b € R. Det f6ljer att kurvintegralen ar

b b
/F-dr:/ Vq[)(r(t))-r’(t)dt:/ %¢(r(t))dt

dér den sista likheten foljer fran kedjeregeln. Fran Integralkalkylens fundamen-
talsats foljer det sedan att

bd
| o) = ob) - ola)

vilket avslutar beviset. ll
Det finns ett flertal sidtt att undersdka om vektorféilt &r konservativa. Till
att borja med, om man kan visa att samtliga slutna kurvor v:s kurvintegraler
¢v F - dr ar noll sa giller det att vektorfiltet F' ar konservativt. Ett annat sétt
ar att undersoka huruvida vektorféltet ifraga ar virvelfritt. Virvelfrihet innebér
for vektorfilt i R? att
0oQ oOP 0

or Oy

dir F = (P,Q) for C'-funktioner P och Q. Det giller att alla konservativa
vektorfalt ar virvelfria, vilket utgor ett mdjligt forsta test for att kunna avgora
att ett vektorfilt inte &r konservativt. Omvandningen géller dessutom under
férutsdttningen att doménen D &r enkelt sammanhingande. Att en méngd &r
enkelt ssammanhingande betyder att den bade &r bagvist ssmmanhéngande och
att alla slutna kurvor, som &r inom méngden, har insidor (kurvors insidor &r
villdefinierade enligt Jordans kurvsats) dr delméngder till méngden. Intuitivt
innebar det att D inte har nagra hal.



U F=VU

Inséttning och
kedjeregeln baklénges

Clairauts sats

Konstruktion fran
godtycklig punkt

. . _ 0Q oP __
¥y Fodr=0 b0 29—

\/

Via Greens sats om doménen
ar enkelt ssmmanhéngande

5 Greens sats

Definitionen av Greens sats i R? dr: Lat P och @ vara tva C!'-funktioner defi-
nierade i en 6ppen méingd 2 i planet. Om det kompakta delomradet D av
har en rand 0D som utgdrs av en eller flera styckvis C!-kurvor, alla positivt

orienterade, sa ar
0 oP
Pdz + Qdy = // (Q _ ) dady,
oD

vilket dven kan skrivas

e (32

didr F = (P,Q). Positiv orientering innebér att D ligger till vinster om fard-
riktningen lings dess rand.

Beviset av Greens sats gors for reguljara omraden. Att D ar reguljart i x-led
innebér att D kan delas upp D = U, D; dér D; = {(z,y)] a; <z <b;, o<
y < B;}. Varje 9D; kan da delas in i fyra kurvor 1, va, 3, v4 dir 1 = a;(x)
fran x = a; till @ = b;, v3 = Bi(z) fran = b; till £ = a; och 45 och 3 &r de
vertikala strickorna fran a;(b;) till B;(b;) respektive B;(a;) till a;(a;). Det géller
alltsé att 8DZ =7 + Y2 + Y3 —+ Y4

Fubinis sats ger att dubbelintegralen f f D, f%—gdxdy kan berdknas genom att



enkelintegrera tva ganger enligt:

Bi(z)
// ——dwdy—/ dx/ ( )dy—
o ()

[ el = el = [ Pt - Pl i = .

de—i—/ Pdx = de—l—/ de—l—/ Pdx + Pdx
71 3 Y1 Y2 Y3 Y4

i

= Pdz.
6Di

Nist sista likheten kommer fran att integralerna 6ver bade s och 4 i 2-led &r
0 eftersom dz = 0 (de &r vertikala).

Per definition géller att summan av alla dubbelintegraler 6ver de olika del-
omradena D; av D ar lika med dubbelintegralen 6ver hela omradet D.

Z// —8—dedy:// —a—dedy.
=1 M D; Ay p Oy

Fran ekvation 1 géller da att

——dxdy = }15 Pdx = ;5 Pdx
// z; oD, aD

En idé till varfor sista likheten géller &r att alla kurvintegraler langs inre kanter-
na tar ut varandra, eftersom orienteringen ar positiv och varje innerkurva téacks
tva ganger men at olika riktningar. Det enda som blir kvar dr da yttre randen
av D. Med ett analogt resonemang visas att om D ar reguljart i y-led géller

éD Qdy = //D %dxdy

Om D &r reguljart, dvs det ar reguljart i bade z- och y-led, géller bada dessa
likheter, och vi har alltsa att

§ raoeoun [f (2227 gy

6 Fysikaliska exempel

6.1 Newtons gravitationslag
Enligt Newtons grafitationslag kan kraften pa en massa m beréknas enligt
Mm

.

F=-G 2

(2)



Notera att kraften skapas av vixelverkan med an annan massa med en attrahe-
rande riktning mot M. Kraften &r proportionerligt mot avstandet mellan mas-
sorna i kvadrat. Detta kan beskrivas som ett vektorfélt i kartesiska koordinater
iR3
F——GMm— &2
(a2 +y? +22)2
Om vi later oss definiera det skaléra filtet ¢ : R3\ {(0,0,0)} — R

GMm

T,Y,2) = ————— -
¢z, y,2) R

Da blir det latt att kontroller att se att F' = V¢ och ddrmed &ar F' ett konser-
vativt falt vilket medfér att man enkelt kan berdkna den potentiella energin ¢
for en massa i ett gravitationsfilt. I detta fall & D(F) : R?\ {(0,0,0)} da vi
placerar M i origo.

6.2 Coulumbs lag for elektrostatik

Likt att en massa skapar ett konservativt vektorfalt sa ger en stationér laddning
upphov till ett elektriskt falt,

1(;2;°

E=—— %
4meq 2

(3)
Detta elektriska falt ger upphov till en kraft pa en laddning pa faltet enligt
F = Eq. Filten E, F #r bada konservativa filt i R? \ {(0,0,0)} vid placering
av en stationdr laddningen @ i origo. Vi kan definiera den elektriska potentialen
analogt till gravitationens potential. Med skalarfiltet V som skrivs i sfariska
koordinater enligt

_1Q
 dwey T
VV =—FE.

Likt med gravitationen filtet sd har det elektriska faltet domén enligt D(E),
D(V) : R?\ {(0,0,0)}.
6.3 Biot-Savarts lag for magnetism

Ett magnetiskt falt B(z,y, z) skapas av en rak ledare men konstant stréom som
man kan betrakta som en ledare med odndlig ldngd, infinitesimalt tunn placerat
i vakuum langs med z-axeln

B(w,y,Z)“I( Y - 0).

7277 x2+y2’x2+y2’

Notera att vektorféltets z-komponent ar 0. Detta medfér att man kan betrakta
det magnetiska filtet som ett 2-D vektorfalt i ett plan parallellt med xy-planet.



Om det magnetiska faltet foljer Biot-Savarts lag sa &r faltet inte konservativt,
men likt (2) och (3) sa dr faltet virvelfritt i sin domén. Med virvelfria vektorfilt
iett 2-D F = (P, Q) definieras med att

or _0q
oy Oz’
Sats 1 Lit D C R? vara en enkel sammanhingande domén, och F : D — R?
ett C'-vektorfilt. Da gdller

F virvelfritt = F konservativt.
Bada (2) och (3) &r virvelfria och har en enkel sammanhéngande domén, Men
med att det magnetiska filtet kan beskrivas som ett 2-D filt s& D(B) : R?\

{(0,0)}. En domén som inte &r sammanhingande och dirmed inte uppfyller
sats 1.

7 Omformuleringar av Greens sats

7.1 Som del av zy-planet i R?

Greens sats kan formuleras som

aDF.dr://D(vxF).l%dxdy://D(vXF).NdS

dar den sista integralen anvinder en mer generell notation som vi kommer att
kunna anvénda befogat efter att ha bevisat Stokes sats. Detta &r en rimlig
formulering da

iy k oQ IOP\. 0 0Q 9P
— |92 0 o|_ (I _ = - 0= (2= 22 )
VxF= ?;’ % %Z (83: 8y>k+8z<P‘7 Ql) (856 8y)k

néar F' inte beror pa z.

7.2 Gauss divergenssats

Gauss Divergenssats séger att

%[év(F.N)dS:///V(v.F)dv

Satsen kommer att behandlas mer i detalj under nésta vecka. Nu begrénsar vi
oss till ett specialfall som vi kan hérleda direkt med hjélp av Greens Sats.

Lat F = (P,Q) vara ett vektorfilt och 1at vektorfiltet G = (Q,—P,0).
Greens Sats applicerad pa F' ger

0Q P
F-dr:// (—)dxd
oD D Oz 59 Y



som enligt hur vi definierade G kan skrivas som

b G - (dy, —dz,0) = //D(V - G)dzdy.

Konstruera utifran omradet D en volym D* = {(x,y, 2)|(z,y) € D,0 < z < 1}.
Fubinis sats pa de behandlade vénster och higerleden ger

#)D* (G'N)d5=///m (V-G)av.

Observera att denna nya formel &r ett specialfall av Gauss Divergenssats.

8 Flodesintegraler

Flodesintegraler anviands for att berdkna det totala flodet genom en yta. Lat
F : Q — R3 vara det totala flodet, @ C R3 vara en domén och Y C € vara en
sluten och styckvis C'-yta. Man kan skriva en sadan flédesintegral

#F-Nds
Y

dér N ar den normal som pekar ut i varje punkt pa den slutna ytan Y. Att Y &ar
sluten innebér att R3\ Y har en in- och en utsida. Om den ocksa ér styckvis-C*
kommer insidan K vara kvadrerbar, Y = 0K och K U QK vara kompakt.

Om ytan Y inte ar sluten maste man vélja normalen N sa att den alltid har
en positiv eller negativ z-komponent.

Notera ocksé att det gar att dela upp Y i dess komponenter Y =Y; UY, U
...UY,, sa att det finns en C'-parametrisering r : D; — Y; dir D; C R? &r en
kompakt och kvadrerbar mingd fér varje i eftersom att Y ar styckvis C'.
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