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1 Reguljara omraden

Lat D C R3 vara ett kompakt och kvadrerbart omride. D sigs vara reguljirt
med avseende pa z om D kan delas upp i &ndligt manga delar dér varje del Dy,
har formen:

D; = (x,y,z), (xvy) € E;, f(a:,y) <z< g(xvy)

dir E; C R? ér ett kompakt och kvadrerbart omrade och dér f(x,y) och
g(z,y) dr Cl-funktioner som beror pa variablerna z och y. P& s siitt definieras
reguljiritet med avseende pa en variabel, i detta fall z. Analogt kan reguljiritet
med avseende pa x eller y definieras. Om omradet D &r reguljart med avseende
pa alla tre variabler sigs D vara reguljart.

2 Bevis av Gauss sats for ett reguljart omrade

Gauss sats beskriver i korthet att det totala flodet genom en kropp ar det samma
som det totala flodet ut ur dess yta. Denna relation framtrader da divergensen
for alla kroppens inre punkter summeras ihop och endast bidraget fran randen
kvarstar, eftersom flodet for narliggande punkter kancellerar varandra Gverallt
forutom vid ytan.

Lat D vara ett reguljart omrade med avseende pa z. Vi ska nu bevisa att

# (0,0,Fg)-NdS:// %-d:vdydz (2)
aD p 0z

Omradet D ar uppdelat i mindre omraden D;, déir



Vi bevisar forst att: D;

# (0,0, F3) - NdS = /// %dzdydz (3)
8Di D; 0z

Definitionen for D; gor att itererad integration (Fubinis sats) kan anvéndas har
med avseende pa z. Integralen i hogerledet blir:

gi(z,y) OF;
(Di)=E, filay) 07 E; E;

A= //E Fs(z,y, gi(w, y))dzdy
B= //E e, o)y

Randen av Di bestar av 3 delar:

(i) Ett ”lock” pa ovansidan av z = g;(x,y) som &ar en funktionsyta. Det géller
att:

NdS = +(—gi.z, — iy, 1)dady

Da enhetsnormalen ska peka ut fran Di och dérmed ska ha en positiv z-
komponent anvinds plustecknet i ovanstaende uttryck. Detta ger att:

— (0,0, F3) - NdS = Fs(z,y, 2 = gi(z,y))dzdy

— // (0,0, F3) - NdS =
topp avoD;

= // F3(z,y,9i(z,y))dedy = A
w(topp)=FE;

(ii) Ett "lock” pa undersidan av z = f;(x,y) det ar bara alltsa fet text som &r
en funktionsyta.
Det géller att:
= NdS = ~(~fiz,~fiy: 1)dady
da enhetsnormalen nu pekar nedat.

g (0707F3) : Nds = —Fg(.’ﬂ,y,Z = fz(x7y))

= // (0,0, F3) - NdS =
botten avdD;

:7// F3(xay7fl($7y)):B
7 (botten)=E;



(iii) Den vertikala delen av randen fér D; som gar runt z-axeln och ligger
mellan funktionsytorna.
Enhetsnormalen gar at samma riktning som xy-planet:

— // (0,0, F3) - NdS = 0
mellandel avoD;

da enhetsnormalens z-komponent dr 0 och ddrmed har vi bevisat (3).
For att bevisa (2) adderas integraler av D; for alla delomraden fran i = 1

till ¢+ = n, alltsa:
Z/// OF; drdydz _///6F3 - dzdydz

Detta gor man dven for x och y.

For vansterledet i (2) géller att integralen over alla interna sidor kancellerar
varandra. Da kan likhet gélla mellan VL och HL:

# (0,0, F3) - NdS = // 23 dedydz
oD

P& analogt vis kan man visa att om D &r reguljart med avseende pa x sa géller

att:
# (F1,0,0) - NdS = // R dydz (4)
8D p Oz

och om D &r reguljart med pa avseende pa y sa galler att:

# (O,FQ,O)-NdS:// %-dzdydz (5)
oD D Y

Om D ér reguljart sa galler (2), (4) och (5). Genom att addera dessa fas:

# F-NdS = /// F)dzdydz, V.S.V.
oD

3 Orientering av en parametriserad yta

For att senare kunna formulera Stokes sats, behovs begreppet orientering for
en parametriserad yta.

Lat DCR? vara en kompakt och kvadrerbar yta med positivt orienterad rand
0D som bestar av en eller flera styckvis C'-kurvor.

Lat r:D — R3 vara en C!-funktion.

Da géller att



Y=r(D) ar en parametriserade yta
0Y:=r(0D) &r randen till Y

En viktig sak att tdnka pa ar att Y sdgs vara positivt orienteringad om 90Y
arver den positiva orienteringen fran 9dD.

4 Stokes sats

Lat F vara ett Cl-vektorfalt i det 6ppna omradet 2 C R3. LAt Y vara en
positivt orienterad C'-yta med den positivt orienterade randen Y. D4 géller
féljande:

yﬁ F~dr:/ (V x F)-NdS
oY Y

Likheten kallas Stokes sats och relaterar en arbetsintegral 6ver en sluten
kurva till en flddesintegral 6ver en yta vars rand ar kurvan.

Stokes sats ar svar att bevisa for en generell yta, darfor kommer det i beviset
antas att ytan kan skrivas pa formen z = f(x,y), dir f € C?

Planen ar att borja med vénsterledet och med hjélp av 5 huvudsakliga steg
fa hogerledet.

Steg 1. Eftersom det har antagits att ytan kan beskrivas som en C?-
funktionsyta z = f(z,y) giller féljande linjarisering

0z 0z
dz = —dx + —d
92"t 9y
0z 0z
= F.dr = Fidz + Fydy + F3(8 dx + a—dy)

Steg 2. Det ar nu ett tvavariabelsuttryck, vilket innebér att Greens sats kan
tillampas.

O(F: +F OF, + Fp2z
% (Fl +Fgaz> d$+<F2+F3 >dy—// 2 50y ) — ( Lt 3830) dxdy
aD=TI(Y) Oz oy

Steg 3. Med hjalp av produktregeln och kedjeregeln kan integranden skrivas
om pa foéljande vis

OF: + i) 0+ Fg) OF OF 02 OF OF 0:0: 0%
Ox oy - Oz 0z Ox or 0z Ox’ Oy ‘Saxay
oF, O0F, 0z oF; O0F3; 0z 0z 0%z

oy 02 oy ‘ay T o: o)or ogor



Steg 4. Med hjalp av Clairauts sats kan vissa termer kancelleras och de
resterande termerna omordnas infor steg 5

OF,  0F, 0z OFy 0z 0OF, 0F 0z 0F; 0z _

e 9z or ' ow by oy 02 oy oy ow
0Py 02 OF, 03\ ( OF 0: OF 03\ (0F, O
Jy Ox 0z Oz dz Oy 0Ox Oy ox dy
Steg 5. Om man nu applicerar formeln fér enhetsnormalen multiplicerat
med det infinitesimala areaelementet av ytan Y ar beviset klart.

NdS = (—%,—%,1)@@

6F3 0z 6F2 0z 8F1 0z 8F3 0z 6F2
- — | +
dz Oy

F) - Nds=|(-=—=— .22, .22 22 Z 4 s
— (Vx F)-Nd§ [( Oy 8x+82 Ox Oz Oy

V.S.V

5 Nablarakning

Inom vektoranalysen ar den sa kallade nablaoperatorn, vilken betecknas med
symbolen V, en differentialoperator som vi har anvént flera ganger ovan. Den

; _(o 8 &
kan skrivas V = { 5=, 2y 5).
Det finns ett flertal identiteter av intresse dar nablaoperatorn ingar och vi

kommer behandla tre av dessa:

(i) V- (VxF)=0daF e C?
(ii) V x (V$) = 0 da ¢ € C*
(iii) V x (Vx F) =V(V-F) - V2F da F € C?

Forsta likheten kan med ord beskrivas som att divergensen av vektorfaltet
som ges av rotationen av F &r lika med noll. Identiteten kan bevisas enligt:

o 0 0 o 0 0
V- (VxF)= (&Ea @a 82) : ((817’83/’ 32) X (F17F27F3)>
(0.0 0Y (0F 0F OR O 0F 0F
~\ 9z’ Oy’ 0z
_ O%F3 B 0’Fy, 0*F B 0’F3  0°Fy B O*Fy 0
 Oxdy  Oxdz  Oydz Oydx  020x 020y

0F,

dr  dy

)



Att det sista uttrycket blir noll féljer av Clairauts sats som gor géallande att
en partiell andragradsderivata ar oberoende av ordningen i vilken man deriverar
funktionen, givet att funktionen #r av klassen C2.

Den andra identiteten sager att ett skalarfalts gradient har rotationen noll.
Liksom forsta identiteten kan &ven denna bevisas med hjilp av Clairauts sats:

(0 0 0 0 0¢ O¢
x (Vo) = <6x’3y’82> X (893’83/’82)

(Do 2o P Do o o\ _,
 \Oydz 020y’ 020x  0%x0z’ 0xdy Oydx )

Den tredje identiteten kan fven skrivas rot(rotF) = grad(divF) — (grad)?F.
Bada leden i likheten &r vektorfilt och i syfte att undvika 6verflédighet pre-
senterar vi beviset for enbart den forsta komponenten i varje led da beviset dr
likadant for samtliga komponenter:

VLl [V X (V X F)]l

a(V><F)3—aﬁ(V><F)

Oy

0 (0Fy, 0F 0 (0F, OF3

o (3 %) 5 (5 - %)

_ 0% F, 82F3 O%F, 62F1

-~ Oyox 8z8z ( )

_ PR, 0Py 82F1 82F1

~ 0z0y axaz ( )
0 (0F; 3F3 82F1 82F1

b (o) (2 )

_ 9 (8}71 +8Fg+8Fg) B (62F1 N 0%*Fy n 62F1)
Oz \ Ox Oy 0z 0x? Oy? 022
9 2

= 5 (V-F) = V’F,

=[V(V-F)l — [V*F],
= [V(V-F) - V?F|;

V.S.V.



6 Anvandningsomraden/tillampningar

Maxwells ekvationer:

_P
V-E=" (1)
V-B=0 (2)
0B
VXE_—E (3)
E
VxB:uJ—&-usa (4)

ot
ar fyra partiella differentialekvationer som beskriver och relaterar elektriska falt
och magnetiska falt.

Den forsta ekvationen, sa kallad Gauss lag, beskriver hur elektriska laddningar
ger upphov till elektriska falt, och kan harledas genom att tillimpa Gauss di-
vergenssats. Antag existensen av en punktladding @. Enligt Coulombs lag &r
da det elektriska faltet E = %r%f' En ytterligare punktladdning ¢ hade da
upplevt en kraft F = ¢E. Tag sedan en sfar Kp av radie R, kring @ i origo
(0,0,0). Det elektriska flddet ut genom sfiaren ges da av

¢ Q 1. . Q
E-NdS = K ppdS = s =
%fém iy dme B2 T AreR2 o,
Q Q s @
- Area(0K ) = AnR? = 2.
reqz ATea(OKR) = pps dr i = 2

% ar konstant for varje laddning @ dér e, som beror pa mediet, ej dndrar

sig. Det elektriska flddet &r saledes ocksa konstant och oberoende av sfdrens
radie. Gauss lag séger da att det totala elektriska flddet genom en sluten yta
ar lika med é ganger nettoladdningen inom den slutna ytan. Om man antar
en kontinuerligt varierande laddningsdensitet p(z,y, z) s& att dQ = pdV, ger

Gauss lag att
# E~NdS:1/// pdV.
oK €K

Pa grund av antagandet av en kontinuerligt varierande laddningsdensitet &r
féltet E och dess divergens e] lingre odefinierat i origo. Saledes kan Gauss
divergenssats tillimpas pa g§56 x E-NdS, vilket ger att

# E~NdS:// V- -EdV.
OK K

For att [[[, V- EdV ska vara lika med 1 [, pdV krévs att V- E = £, vilket
ar Maxwells forsta ekvation.

Maxwells andra ekvation V - B = 0 konstaterar att divergensen av ett mag-
netfalt alltid ar lika med 0. Fysikaliskt tolkas detta som att det ej existerar



magnetiska monopoler. Det finns alltsa inga singuléra kallor som producerar
magnetfilt, utan det masta alltid finnas par av kallor. Allmént sigs ett vek-
torfalt F vara kallfritt om V - F = 0 i hela sin domén. Gauss divergenssats ger

da att
# F-NdS:/// V-FdV:/// 0dV = 0.
OK K K

Flodet ut genom en sluten yta ar alltsa alltid lika med 0, vilket &ar logiskt i och
med att faltet ar kallfritt, ty ett nettoflode ut kan ensdast produceras av kallor
till flédet inuti.

Faradays induktionslag konstaterar att den inducerade elektromotoriska kraft
i varje sluten slinga &r lika med den negativa forandringshastigheten av det
magnetiska flodet inneslutet av slingan. Matematiskt innebér detta att

515 E~dr:f§//B~NdS.
oY ot JJy

Genom att tillampa Stokes sats samt derivering under integraltecknet kan detta

skrivas om sa att
//(VxE)-NdS:// _9B Ras.
oB

Uttrycket innebér att integrandera maste vara lika, vilket ger V x E = —%2,
som ar Maxwells tredje ekvation.

Den sa kallade Amperes lag beskriver hur magnetiska félt uppstar pa grund
av elektriska strommar. Det magnetiska féltet B(z,y, z), som utanfér z-axeln
ges av %(ﬁ%}y?v %er?’ 0) och &r odefinierat pa z-axeln, produceras av en kon-
stant strom I i positiv z-led i en odndligt lang och tunn ledare langs z-axeln. Lat
nu 7y vara en cirkel kring z-axeln, parallellt med xy-planet, genomlépt moturs
sett uppifran lings z-axeln. Integralen ¢ B - dr ér da lika med vI. Tag nu en
kontinuerlig distribution av strommar, istéllet for I, som ges av ett stromfélt J.

Da fas att
B~dr:,u// J-NdS.
oy Y

Stokes sats kan nu tillimpas for att fa att

//Y(VXB)~NdS:p//YJ-NdS,

vilket medfor att V x B = uJ. Det ar detta som dr Amperes lag. For att fa
den fjarde och sista av Maxwells ekvationer maste denna korrigeras med en liten
term for att den ska vara konsekvent med de andra ekvationerna.



