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1 Gauss Divergenssats

Lat F = (Fy, Fy, F3) vara ett C!-filt definerat i en 6ppen mingd i R3. Om
det kompakta omradet K har en rand 0K som bestar av en eller flera Cl-ytor
och som &r orienterad med utattriktad normal N sa géller

// V-FdV = F-NdS. (1)
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Gauss divergenssats anvinds enligt (1) for att berdkna fldet 6ver en ytintegral
definerad av faltet, dér ytintegralen maste vara kompakt. For att anvinda
Gauss divergenssats pa ett icke-kompakt yta kan man lagga till ett ”lock” for
att berdkna hela flodet over kroppen, dar man sedan subtrahera bort flodet
genom locket for att fa flodet 6ver den icke-kompakta ytan.Detta demonstreras
visuellt av bilden nedan och med funktionen (2).

Figure 1: paraboloid med cirkelskiva



//ylF~NdS:///KV~FdS—//yzF~NdS (2)

dir den mérkblaa ytan illustrerar ekvationen y; : (22 + y? = 2) och den ljusbla
ytan en cirkelskiva yo : (22 + y?) som skapar en kompakt parabol.

2 Fysikalisk tillampning av Gauss sats
Kom ihag Coulombs lag som séiger att en punktladdning @) ger upphov till ett
kraftfalt 01
E=——=¢
Arer? (3)

dar € ar mediets elektriska permativitet och 7 ar en normerad vektor riktad rakt
ut fran laddningen.

For att koppla till Gauss sats ténker vi oss ett klot med radien R kring @)
som &r placerad i origo och har en sfiar 0K. Flodet av E ut ur 0K blir alltsa

# E.-NdS = @ pas— -9 -Area(@K):Q. (4)
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Vi ser darmed att flodet ut ur 0K endast beror pa € och laddningen @ och &r
oberoende av radien. Detta kan inte direkt kopplas till gauss sats da F inte ar
definierat i origo. Sag nu att vi har en konstant varierande laddningsdensitet
p(x,y, z) sa kan Gauss sats skrivas

8KE-NdS:%///KpdV://KV~EdV. (5)

Detta ger oss Maxwells 1:a ekvation:

v-E=" (6)

€

Maxwells 2:a ekvation sager att
V-B=0 (7)

alltsa att divergensen av ett magnetfalt B &r lika med noll. Fysikaliskt kan
detta beskrivas att det inte finns nagra magnetiska monopoler och for att ett
magnetfilt skall uppsta maste det finnas minst tva poler.

3 Stokes’ sats

I vissa fall kan berdkningen av en kurvintegral férenklas avsevért med hjalp av
Stokes sats som later en berdkna kurvintegralen genom att berdkna en ytinte-
gral Over en yta som har den slutna kurvan som sin rand. Det nya vektorfiltet



som ytintegralen berdknas Gver ar rotationen av det ursprungliga féltet. Orien-
teringen for ytan och randen ska vara sadan att vektorprodukten

N x dr (8)

av normalen N till ytan och tangenten dr till kurvan pekar in mot ytan i varje
punkt av kurvan. Satsen kan nu formuleras som féljande:

Lat F = (Fy, Iy, F3) vara ett C1-filt definerat i en 6ppen miingd i R3. Om
Y ar ett orienterat ytstycke i {2 med orienterad rand JY sa galler att

yéyF-dr: //Y (rot F) - NdS. ()

Bevisidén gar ut pa att man antar att ytan Y &r sammansatt av funktionsytor.
Da integraler ar additiva riacker det med att bevisa satsen fér en godtycklig
funktionsyta och sedan ldgga ihop dem. Eftersom vi ocksa valt orientering
kommer rénderna fér ytorna att sammanfalla med omvénda riktningar sa att
deras kurvintegraler tar ut varandra. Den enda kurvintegralen som blir kvar ar
den for randen for den fullstdndiga ytan. Beviset utfors pa foljande vis:

1. Skriv om vénsterledet i Ekvation (9) pa differentialform.

2. Genom att inse att z = f(z,y) kan man skriva om integralen i enbart
termer av x och y. Kurvan projiceras saledes ner pa zy-planet och behaller
orienteringen.

3. Greens formel anvinds nu for att fora 6ver kurvintegralen i zy-planet
till en dubbelintegral 6ver den domén som innesluts av den i zy-planet
projicerade kurvan.

4. Med hjalp av kedjeregeln och produktregeln for derivator och forenkling
inser man att integranden &r en skaldrprodukt av rotationen av F' och

0 0
normalen till funktionsytan. Da NdS = (—f, ——f, 1) dx dy far man

oxr’ Oy
sedan hogerledet i Ekvation (9). Doménen vi integrar 6ver blir nu funk-
tionsytan da vi i slutet utfort ett koordinatbyte.

4 Virvelfritt och konservativt i R?

Forst sammanfattas vad som giller i R2. Det gors via tva satser:

e Sats 9.4.4: Lat D C R%2 & F : D — R? vara ett C!-filt. D4 giller att
om F' ar konservativt ar det ocksa virvelfritt.

e Sats 9.4.5: Om D ar enkelt sammanhingande géller att om F' ar virvel-
fritt &r det ocksa konservativt.

I R3 finns tva motsvarande satser:



e Sats 10.5.3: Lat D C R? & F : D — R3 vara ett C'-falt. Da giller att
om F' ar konservativt ar det ocksa virvelfritt.

e Sats 10.5.4: D C R3 &r en enkelt sammanhéngande domén & F : D —
R3 #r ett Cl-filt. Da giller att om F ir virvelfritt dr det ocksa konserva-
tivt.

For att konstruera sats 10.5.4 behovs en ny definition av enkelt sammanhangande
som géller i alla dimensioner.

DEF: En méngd M C R™ sags vara enkelt sammanhangande om:
1. M ar bagvist sammanhéngande,

2. varje enkel och sluten kurva i M kan deformeras kontinuerligt till en punkt
utan att lamna M.

5 Nablarakning

I vektoranalysen betecknas nablaoperatorn med den grekiska symbolen V ("nabla”).
Nablarikning fungerar i godtyckligt antal dimensioner med for R R? &r V =
(%, di, di). Nablaopperatorn ar ett forkortat skrivsatt for att beteckna vek-
1 T2 T3
toriell derivation.
Tre viktiga identiteter inom nablardkning &r:

o V- (VxF)=0eller div(rot F) =0
e Vx (Vo) = T eller rot(grad(F)) =0
o Vx(VxF)=V(V-F)-VF

Dessa identiteter bevisas genom att utféra nablaberdkningarna pa ett god-
tyckligt vektorfalt F' = (f1, fa, f3) varpa utrdkningarna samt resultaten blir
sjalvklara.

Inneborden av den forsta satsen ar att om F' dr ett rotationsfilt sa implicerar
det att F &r kallfritt. Den andra satsen medfor att ett konseevativt vektorfalt
ar virvelfritt. Den tredje satsen ar endast en forenkling som till exempel kan
vara behjalplig vid utrdkningen av rot(rotF').



