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Till lasaren

Denna text bestar av foreldsningsanteckningar till en kort matematikintroduktion pa fy-
ra foreldsningar for D/IT/DV pa Chalmers och Goéteborgs universitet. Texten ar tankt
som ett komplement till video-féreldsningarna som publiceras pa kurshemsidan. Det &r
tankt att man ska kunna folja texten dven utan videoklippen, men ibland ibland ritar jag
fler bilder och rdknar storre exempel pa videorna. Innehéllet dr 6versiktligt om logik,
maéngder, funktioner, och summor. Dessa koncept kommer du antagligen att mota ofta i
framtida kurser, s denna minikurs ger en god mojlighet att {4 ett forsprang.

Varje del har ett antal tillhorande 6vningsuppgifter. Uppgifter markerade med » och **
ar ofta extra kluriga och utmanande och ska ses som extrauppgifter. Om man fastnar pa
dessa for lange ar det bast att ga vidare. Man forvantas inte hinna 16sa alla uppgifter pa
den utsatta 6vningstiden, s det kan vara en god idé att forsdka rdkna ett par standard-
uppgifter i forvag sd att man kan fokusera pa de svarare uppgifterna pa évningstiden.

Langst bak i texten finns ett facit till alla uppgifter och ibland dven l6sningar och kom-
mentarer. Det kan létt bli sa att man tittar pa facit for snabbt - innan man hunnit tanka
igenom om man verkligen gjort rétt. Sa jag vill ge dig en utmaning: forsok 16sa sd manga
ovningsuppgifter pa varje kapitel du kan innan du tittar pa svaren!

Lycka till med kursen!



Del 1

Logik

Vad ir logik?

Logik &r en ldara som ligger ndgonstans mellan filosofi och matematik. Kort sagt kan
man sdga att logik handlar om hur man pa ett korrekt vis kan ga fran antaganden till
slutsatser.

Utsagor

Har &r ett antal pastdenden:

1. 5 dr mindre &n 8
2. En produkt av udda tal ar alltid udda

3. Om de korta sidorna i en ratvinklig triangel har langderna a och b sa har den langs-
ta sidan lingden v/a? + b2

4. Alla udda tal &r primta
5. z ligger mellan 2 och 7

6. Matematik ar bast

Pastdende 1, 2, 3 dr uppenbart sanna och péstadende 4 &r falskt. De tva sista pastdendena
ar daligt definierade: det dr oklart exakt vad som menas. I pastaende 5 kan man fraga sig
“vada x?” For vissa vdrden pé z dr pastdendet sant och for andra &r det falskt. Pastdende
nummer 6 dr ocksa problematiskt - vad menas med bést, och bast fér vem?

Pastdenden som antingen dr sanna eller falska kallas for utsagor. Vi skriver S for sant
och F for falskt. Utsagor utgor en viktig del inom programmering - hir skriver man ofta
True/False eller 0/1 istéllet for sant/falskt.

Det kan vara bra att beteckna utsagor med variabelnamn. Om vi t.ex. skriver
P : 5 4r mindre dn 8

sd menar vi att P dr utsagan. Har dr P en boolesk variabel - nanting som kan vara sant eller
falskt, i det hér fallet sant. Ofta beror sanningsvardet pa en utsaga av ndgon variabel. Vi
kan dé skriva t.ex.

P(z):z <3

En sddan utsaga kallas for ett predikat. Har kan vi se P som en funktion av z. For varje
givet varde av x far vi antingen ett sant eller falskt virde. Exempelvis dr utsagan P(0)
sann medan P(234.7) &r falsk.

'Ett primtal &r ett heltal > 1 som inte kan skrivas som en produkt av tvd mindre heltal.



Kombinationer av utsagor

Precis som + &r en operation som kombinerar tva tal och ger ett tredje, sa finns det
operationer som kombinerar utsagor och ger nya utsagor.

Definition 1. Antag att P och @ &r tvd utsagor. Da definierar vi dven tre nya utsagor
enligt foljande:

e P A Q som uttalas “P och Q” dr en utsaga som &r sann nédr bdde P och () ar sanna,
och falsk annars.

e PV (@ som uttalas “P eller Q” &r en utsaga som &r sann nar minst en av P och () dr
sanna, och falsk annars.

e —P som uttalas “inte P” dr en utsaga som har motsatt viarde av P - den dr sann ndr
P ar falsk och falsk nér P &r sann.

Anmirkning 1. Ett par saker att tainka pa:

e FOr att minnas vilken som ar vilken av A och V kan man tanka att A liknar A som i
engelska “And”.

e “och” kallas inom logiken for konjunktion, “eller” kallas for disjunktion, och “inte”
kallas negation.

e Nir man skriver “eller” inom matematik menar man alltid “inklusivt eller” om
inget annat anges, utsagan “P eller Q” &r alltsa sann ocksa ndr bdde P och Q &ar
sanna.

e Inom programmering forekommer ibland &ven andra kombinationer av booleska
variabler, t.ex. “xor” och “nand”. Dessa kan dock skrivas genom att kombinera vara
tre definierade operationer.

Istéllet for ord kan man beskriva operationer som A, V, och — med “sanningstabeller”.
Sanningstabellen for operatorerna “och”, “eller”, “inte” ser till exempel ut sahér:

P Q|PAQ P Q|PvQ

S S S S S S P|-P
S F F S F S S| F
F S F F S S F| S
F F F F F F

Hér betyder exempelvis nést sista raden i den vénstra tabellen med ord att “ndr P &r
falsk och @ dr sann sd ar P A @ falsk”. I en sanningstabell beh6ver man alltsd en rad for
varje kombination av Sant/Falskt for alla ingdende variabler.

Man ska tdanka pa att operationerna A och V tar tvd utsagor och ger en tredje. Vill man
kombinera ihop fler utsagor kan det latt bli fel - vad betyder t.ex. P A @ V R nédr (PQ,R)
=(Falsk,Sann,Sann)? Problemet ar att (P A Q) V R &r sann medan P A (Q V R) &r falsk.
Det ar darfor bast att alltid sédtta ut parenteser ndr man kombinerar manga utsagor. Man
kan dock lugnt skriva t.ex. P A Q A R eftersom (P A Q) A R = P A (Q A R), och samma
sak géller for V.

Precis som vi har ldrt oss att man ska tolka 3 + 4 - 5 som 3 + (4 - 5) sa finns det 4ven
en prioriteringsregel for logiska operatorer: Negationsoperatorn — gdr forst. Om vi skriver
—P A @ menar vi alltsa (—P) A Q.



Implikation och ekvivalens

Implikation

“Implikation” &dr ett annat sétt att kombinera tva utsagor till en tredje. Implikation (=)
definieras med foljande sanningstabelﬂ

P Q|P=Q
S S S
S F F
F S S
F F S

Utsagan P = @ kan i ord skrivas som “om P &r sann sa dr Q sann”, eller “P medfor Q”
eller “P implicerar Q”, eller “Q om P” eller “P endast om Q”.

Om exempelvis P och () dr utsagorna

P : Det dr sondag idag
Q : Universitetet dr stingt idag

Sé beror ju sanningsvardena for P och @ pa vilken veckodag det ar. A andra sidan &r
utsagan P = (@ alltid sann: forutsatt att att det d4r sondag idag s ar universitetet stangt
idag.

Notera dock att vi inte har ) = P. Bara for att universitetet dr stangt idag behover det
ju inte vara sondag! Det kan ju till exempel vara lordag idag. Eller sa kan det vara en
pagdende pandemi.

Observera ocksd att utsagan P = () alltsd kan vara sann dven nér P ar falsk - for att
P = () ska vara falsk krivs att () ar falsk trots att P ar sann.

Ett annat exempel &r att utsagan 0 = 1 = “Jorden ar platt” faktiskt ar sann.

Ekvivalens

Utsagan P < () dr sann precis nér bdda utsagorna P = () och () = P &r sanna. Vi sager
da att utsagorna P och @ ar ekvivalenta. I vardagligt tal sager man att “P dr sann om
och endast om Q &dr sann”. Rent konkret betyder P < @ att utsagorna P och @ har exakt
samma logiska innebord.

Bevisforing och ekvivalens kontra likhet

Ett vanligt misstag som man ser pa tentor ar att likhetsteckenet = blandas ihop med
ekvivalenstecknet <.

Man ska komma ihag att likhetstecknet d4r ndgot som star mellan tal eller uttryck, som

210 — 1024 lim 22 F3

:B~>OO21,‘—5_

2 420 +1=(z+1)?

Ibland férekommer ocks& notationen — for implikations-operatorn. Skillnaden mellan — och = 4r en
teoretisk detalj som inte &r relevant i denna kurs.



medan implikation eller ekvivalenstecken dr ndgot som star mellan pdstienden eller utsa-
gor. Eftersom ekvationer och olikheter dr utsagor sd dr det vanligt att se implikationer
mellan dessa, vilket &r helt korrekt, exempelvis

0<z<m = sin(z) >0

vilket i ord kan ldsas “Om x ligger mellan 0 och 7 sa &r sin(z) positivt”lﬂ

Néar man ska bevisa nagot dr det ofta anvandbart att anvédnda en kedja av ekvivalenser:
PeEQQeRs---.

En sadan kedja ska vi tolka som (P < Q) A (Q < R) A---. Om varje steg i kedjan &r sant
vet vi att var sista utsaga har samma logiska innebord som den ursprungliga utsagan.

Exempel 1. Sdg att vi vill 16sa ekvationen 3

tyller ekvationen. Vi har:

= x. Vi vill alltsd hitta alla tal  som upp-

' =z
= 2P-z=

— z(*-1)=0

— zz—-1)(z+1)=0

— zz=0 V z=1 V z=-1

I de forsta tre stegen har vi anvént kdnda rdknelagar och faktoriserat, och i det sista
steget har vi anvént att om en produkt &dr noll sa d4r ndgon av faktorerna noll. Nu kan vi
vara sdkra pa att vi har hittat alla 16sningar eftersom den forsta raden &r ekvivalent med
den sista: att 23 = x dr exakt samma sak som att z &r 0, 1, eller —1. A

Ibland vill man kanske genomfora ett steg diar det bara géller implikation och inte ekvi-
valens i en argumentation som i f6ljande exempel:

Exempel 2. Ség att vi vill 16sa ekvationen /z + = = 0, vi far

Vr+z=0
Vi = —x

$:.I2

22 —x=0
z(r—1)=0

r=0 VvV zxz=1

1111

Nar vi upphojde bada sidor till 2 och gick frdn andra till tredje raden skrev vi implikation
istallet for ekvivalens, varfor da? Jo om vi har tva lika tal a = b sa foljer det ju saklart att
dven a? = b%. Men bara for att a®> = b* kan vi inte dra slutsatsen att a = b, det kan ju ocksé
vara sd att a = —b! Det giller alltsa for alla tal att a = b = o> = b> men a® = b> % a = b.

Av argumentet ovan foljer alltsd att /2 +2 =0 =2=0 V 2 =1.Omz uppfyller
ekvationen maste alltsd = vara 0 eller 1. Men & andra sidan, bara for att x dr 0 eller 1
behover inte ekvationen vara uppfylld. Vi ser ocksd om vi provar att stoppa in x = 0
och z = 1iden 6vre ekvationen dr det bara den forsta som verkligen 16ser ekvationen!
Implikationen visar att det inte kan finnas ndgra andra losningar dn 0 och 1, men for att
se att dessa verkligen &r 16sningar maste vi sétta in dem och prova - detta dr vanligt nér
man har en kedja som innehaller implikationer.

*Precis som i detta exempel ska kedjor av olikheter sdsom 0 < x < 7 alltid tolkas som 0 < z A z < 7.



Kvantorer

Det finns tva vanliga operationer som kan anvéndas for att omvandla ett predikat till en
utsaga:

Definition 2. Antag att P(z) dr ett predikat som beror pa ett tal z. Vi definierar da fol-
jande tva utsagor:

e Vx : P(z) dr utsagan som dr sann om och endast om P(x) dr sann for alla tal .

e Jx : P(x) dr utsagan som dr sann om och endast om det finns minst ett tal = sa att
P(z) ar sann.

I vanligt sprak sdger man t.ex. “for alla x har vi P(x)” respektive “det existerar x s att
P(x) dr sann”. I matematiska texter forekommer det ocksa att man skriver Vz efter ett
predikat.

Tva exempel pa sanna utsagor ar
Yz : sin®(z) + cos?(z) = 1
Jr:x?=5

En naturlig frdga kan vara “vad menas med alla?” Alla decimaltal? Alla heltal? Kan z
vara en héist?

Om det inte framgédr av sammanhanget kan man vara noga och skriva ut vilka x som
menas:
Vz € R : sin?(z) + cos?(z) = 1.

Hér betyder Vo € R “for alla  som tillhor mangden av reella tal”, mer om méngder i
nésta avsnitt.

Tva exempel pa falska utsagor ar
dr € R:sin(z) =2

Ve eR: 2% >0.



Logik - Ovningsuppgifter

1. Avgor vilka av foljande utsagor som &r sanna respektive falska.

@ 7-8=56 VvV 8-9=71
(b) ~(14+1>2 A “Alla gillar kaffe”)
(c) (“Goteborg ligger i Sverige” Vv 8537 &r ett primtal) A =“Solen snurrar runt Jorden”
(d)z>5=2z>0
e r>0==x>5
) 22>9=2>3
(g Vr:az?+4r+1>0
(h) 3z : 23 =2°
2. Vi definierar utsagan P xor () som sann om antingen P eller () d&r sanna, men inte
béada tva.
(a) Skriv ned en sanningstabell f6r xor.

(b) Hitta ett uttryck som dr ekvivalent med P xor () genom att bara anvianda
parenteser och symbolerna P, ), —, A, V.

3. Skriv ned en sanningstabell for (P V =Q) A (R = P). Du kommer att behova 8
rader, en for varje kombination av sanningsvarden for P, @), och R!
tips: Det kan hjilpa att skriva ned sanningsvirdena for PV —(Q) respektive R = P som tvi
extra kolonner i tabellen!

4. —@Q = —P kallas den kontrapositiva utsagan till P = . Formulera i ord den
kontrapositiva utsagan till “Om det dr sondag idag sa dr universitetet staingt”.
Skriv ockséd ned en sanningstabell for -() = —P och jamfoér den med sanningsta-
bellen for P = () i texten ovan. Vilken slutsats kan du dra?

5. Pa en skylt vid en karusell pa Liseberg star det “Vilkommen om du ar dldre dn 11
ar och langre 130cm eller om du har séllskap med en fordlder”.

(a) Viinfor utsagorna
P : Du ar vilkommen
Q@ : Du &r dldre &n 11 ar

R : Du ér langre &n 130cm
U : Du har sédllskap med en fordlder

Uttryck vad skylten forsoker saga med endast P, @), R, U och logiska symbo-
ler.

(b) Finns det ndgon otydlighet i budskapet? Hur skulle du skrivit om texten sa
att dven en strikt logiker hade forstatt exakt vad som menas?

6. Betrakta foljande fyra utsagor

P.:x=2
Q:x<5
R:z?=4
U: x| =2.

Vilka implikationer och ekvivalenser mellan de olika utsagorna dr sanna? (kom
ihag att absolutbeloppet av ett tal ar talet utan sitt eventuella minustecken)
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7. Uttryck var och en av utsagorna Vz : (Jy : y > x) respektive Jy : (Vz : y > z) med
ord. Logiskt sett dr utsagorna dr faktiskt olika - endast en av dem é&r sann! Vilken
av dem? Movivera ditt svar!

8. % Vilka av utsagorna (3z : > 5) A (Jz : < 3) respektive dx : (x > 5 A = < 3) dr
sanna? Vilken slutsats kan man dra av detta exempel?

9. x Foljande resonemang tycks visa att 1 = 2. Varfor dr beviset felaktigt? Vilka ekvi-
valenspilar &r felaktiga?

a=1b starta med tva lika tal a och b
— a*=ab vi multiplicerar bada led med a
— 2d*=d’>+ab vi adderar o till bagge sidor
— 24a? —2ab=a®—ab vi subtraherar 2ab frdn bagge sidor
— 2(a® —ab) = a® — ab vi faktoriserar vinsterledet
—= 2=1 vi dividerar bagge led med (a* — ab)

10. %% nand star for “not and”. Vi definierar P nand @ som —(P A Q).

(a) Skriv ned en sanningstabell for nand.

(b) Visa att var och en av de tre utsagorna P A @, och PV @), och =P kan skrivas
med hjilp av endast parenteser, P, ), och nand.



Del IT
Maingder

Grundliggande operationer pa miangder

Intuitivt kan man sdga att en méngd &r en samlig av olikaﬁ objekt. Objekten som ingar
i mangden kallas for mangdens element. Man skriver « € M om x &r ett element i
méangden M. Tecknet € kan utldsas “tillhor”. Om =z inte tillhér M kan man skriva z ¢ M.
Om vi skriver z,y € M menar viatt z € M och y € M. Hér &r fyra exempel pa méangder:

A=1{1,2,3,4,5}
B={m,v2,¢e}
C={2,4,68,...}

D = {Méngden av alla primtal }

De tvd médngderna A och B ovan har 5 respektive 3 element och vi har definierat dem
genom att lista alla deras element inom méangd-klamrar. Mangden C &r inte lika tydligt
definierad, men av sammanhanget ska man forsta att C bestdr av alla positiva jamna tal.
Mingden P beskriver vi med ord, och hér kravs det alltsd att man forstdr inneborden av
ordet primtal.

Man kan dven definiera mangder med hjalp av villkor, t.ex. kan vi beskriva méngden av
alla udda heltal som
U ={2n+ 1| nérett heltal}.

Detta kallas “méangdbyggarnotation”. Har bestdr méngden av alla tal pa formen till vans-
ter sa att villkoret till hoger ar uppfyllt. Mangden U har odndligt ménga element.

Inom matematik anvands ofta f6ljande symboler for olika mangder av ta]E]

N={0,1,2,3,...} Naturliga tal
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} Heltal
Q={%]a,beZ;b#0} Rationella tal
R = alla decimaltal Reella tal
C={a+0bi|abeR} Komplexa tal

De flesta méngder vi stoter pd inom matematik bestdr av tal, men i praktiken kan en
méngd besta av vilken typ av objekt som helst, till och med andra méngder!

T:{N,QR}.

Hér dr I en médngd frukter medan 7" bestdr av tre talmadngder. Observera att 7" har tre
element, &ven om var och en av dessa i sig d&r mangder med oédndligt mdnga element.
Notera ocksa att exempelvis talet 1 inte &r ett element i 7', mdngden T har bara tre ele-
ment.

Lat till exempel

Nu ska vi titta pa lite anvandbar notation f6r méangder.

*Mangder kan alltsd inte innehalla kopior av samma element. Ordningen av elementen spelar heller
ingen roll.
°I vissa bocker viljer man att nollan inte ska inga i de naturliga talen.
I de reella talen R ingar dven tal med odndlig decimalutveckling som t.ex. 1/3 och 7.
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Definition 3. Lat A och B vara tva médngder. Vi skriver da

1. A C B om varje element i A ocksd ligger i B. Vi sdger dd att A dr en delméngcﬂ av
B. Med logiska symboler fran forra avsnittet kan detta skrivasz € A = = € B.

2. AU B for méngden av element som ligger i antingen A eller B (eller bdda!). AU B
kallas for unionen av A och B. Med logiska symboler har vi

AUuB={z|ze€A VvV ze€B}

3. AN B for mangden av element som ligger i bade A och B. AN B kallas for snittet
av A och B. Med logiska symboler har vi

ANB={z|z€A AN =z€ B}

4. A\B for mingddifferensen av A och B, mdngden av element som ligger i A men
inte i B. Med logiska symboler har vi

AB={zx|z€A AN z¢B}.
5. Vi skriver | A| for antalet element i A. Detta kallas for mangdens kardinalitetﬂ
6. Vi skriver ocksa @ for den tomma midngden. Denna innehaller inga element.
Exempel 3. Lat A = {1,2,3,4,5} och B = {4,5,6,7}. Da har vi
Utsagan A C B ér falsk AUB=1{1,2,3,4,5,6,7}
ANB={4,5} A\B ={1,2,3} |A| = 5.

Anmirkning 2. Notera att enligt var definition fdr vi A C A for alla mangder A. Pa
samma vis géller ocksa @ C A for alla méngder A.

Venndiagram

For att illustrera mdngder kan man rita Venndiagram. Har illustrerar man méangderna
som omraden i en bild - &ven om inte mdngderna bestar av bildens punkter sa kan dia-
grammen ge insikt om hur olika méngder kan skéra varandra.

Nedan har vi ritat tvd Venndiagram som illustrerar tre mangder A, B, och C.

\

o

I den vinstra bilden har vi fairgat méangden A\C och i den hogra har vi fairgat méngden
(AnC)Uu(BNC).

®Det &r latt att blanda ihop symbolerna € och C. Tank pa att € stir mellan ett element och en méngd
medan C star mellan tvd méngder.

’For en andlig méngd éar kardinaliteten ett heltal. For oéndliga méngder blir det mer spannande - det
finns olika hoga grader av oandligheter!
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Produktmingd och potensmangd

Definition 4. Om A och B ér tvd midngder definierar vi médngden
AxB={(a,b)|ac A N be B}.

Denna ménbd kallas produktmangden av A och B och bestar som vi ser av alla ordnade
par (a,b) ddr a liggeri Aoch bi B.

Om A har m element och B har n element sa finns det m - n stycken element i médngden
Ax B.

Exempel 4. Om A = {a, b, c} och B = {3, 5} sd har vi exempelvis

AxB = {(a,3),(a,5),(b,3),(b,5),(c,3),(¢,5)} och BxB=1{(3,3),(3,5),(5,3),(5,5)}

Nér man tar produkten av en mangd med sig sjdlv sa anvdnds vanligtvis potensnotation,
t.ex.
A?=AxA och A°=AxAxAxAxA.

Har bestér alltsd A® av alla 5-tuplar av element i A.

Definition 5. Om A dr en méngd definierar vi potensmdngden av A som méangden
P(A)={B| B C A}.
P(A) ar alltsa mingden av alla delmingder till A.

Exempel 5. Lat A = {1,2,3}. Dd har vi
P(A) = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1}, {2}, {3}, @ }.

Notera att vi hade |A| = 3 och [P(A)| = 8 i exemplet ovan. For att skapa en delmadngd av
A ska vi for vart och ett av de tre elementen vélja om det ska tillhora delmadngden eller
ej, vi har alltsa tva val for varje element och darfor 23 delmédngder. Mer allmént: om A
har n element sé géller att P(A) har 2" element.

Unioner och snitt av flera mangder

Om vi har ett antal mangder A;, Ay, A3, A4 s& kan vi skapa unionen A; U Ay U A3z U Ay.
Denna mingd innehdller alltsd de = som ligger i minst en av de fyra médngderna. Nar
vi tar unionen av flera miangder kan vi anvanda unionsoperatorn for att det ska bli mer
kortfattat. Unionen av de fyra méngderna ovan kan pa detta vis skrivas

4
JAi=AiuAud30 4,
i=1

Detta kan ldsas som “unionen av A; nér ¢ gar fran 1 till 4”. Har &r ¢ bara en index-variabel,

den hade lika gdrna kunnat heta ndgot annat, t.ex. j eller k. Pa liknande vis skriver vi

4
mAi:AlﬂA2ﬂA3QA4

=1
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for snittet av de fyra méngderna.

Mer generellt: Om Ay, A, ..., A, & mangder sd definierar vi

n
U Ai=A1UAU---UA, =mingden element som tillhor minst en av A;
i=1

ﬂ Ai=A1NAN---UA, =mingden element som tillhor alla A;
i=1

Notationen fungerar ocksa for att ta snittet av ett odndligt antal mangder. Om Ay, A,, ...
alla &r mangder skriver vi exempelvis | J;°, A; for unionen av alla A; - den innehdller alla
element som tillhor ndgon av de odndligt manga A;.

Exempel 6. Beteckna A; = {i,7 + 2,4 + 4} for varje heltal 7. D4 har vi t.ex.

2
JAi=1{0,2,4} U{1,3,5} U{2,4,6} = {0,1,2,3,4,5,6}
=0
2
() A2 ={0,2,4} N {2,4,6} N {4,6,8} = {4}

1=0

JA4=N och (NA=2
=0 i=0

Intervall - sammanhidngande delmiangder till R

Eftersom man inom matematik ofta arbetar med reella tal forekommer foljande notation
for dess sammanhadngande delméangder:

Definition 6. Lt a och b vara reella tal med b > a. Da definierar vi féljande intervall:

[a,b] ={z eR|a<z<b}
(a,b)={zeR|a<z<b}
[a,b) ={z eR|a<xz<b}
(a,b) ={x e R|a <z <b}.

Hak-parentes betyder alltsd att motsvarande d&ndpunkt ingar i médngden medan vanlig
parentes betyder att andpunkten inte tillhor intervallet. Vi kallar intervall av formen [a, b]
for slutna och (a, b) for ppna. De 6vriga kallas halvoppna. Vi sdger att lingden av alla
intervall ovan dr b — a. Man kan ocksa skriva intervall av formen

(—o0, 4] ={x e R |z < 4}.

Ett sadant intervall kallas obegransat. Observera att oo inte dr ett reellt tal, har ser vi det
bara som en symbol som anvinds for att beskriva odndligt ldnga intervall.
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Mingder - Ovningsuppgifter

1. Vilka av foljande utsagor dr sanna?

(a) {3,7.8} € Z
(b) TCR
©5+5€Q
(d) {1,2,3} cN

2. Skriv om var och en av foljande méangder pa ett sd enkelt sdtt som mojligt.

(@) ({z,y,2} Uiz w,a}) 0y, z,0,w}

(b) {1,2,3,4,5,6,7}N{2n+1|n € Z}

(c) {v2,3,5,—7,7,0}\N

@ {(~1)" | ke N}

(@ *{y* |y e[-1,3)}

(f) x{aeR||a—5| <2}

(g) » M\{z -y |x,ye M}dar M = {2,3,4,5,6,...}.

3. Méangden udda tal kunde ju skrivas mer explicit som {2n+1 | n € Z} i mangdbyg-
garnotation. Skriv var och en av foljande mangder med hjilp av mangdbyggarno-
tation:

(a) Méngden jamna tal

(b) Mangden av tal som har resten 3 nér de divideras med 4

(c) Méangden av tal som kan fds genom att dubbla talet 1 ett antal gdnger
(d) Méngden av slutna intervall av langd 3

(e) » Madngden 6ppna intervall vars mittpunkt ar ett heltal och vars langd ar =
4. Rita foljande mangder i Venndiagram. Ar ndgra av mangderna lika?

(@ (AuB)NC
(b) Au(BNC)
(c) (AnC)u(BNC)

5. Om A och B dr tva mangder sa skriver vi AAB for den symmetriska skillnaden mel-
lan A och B, detta 4r mdngden av alla element som ligger antingen i A eller B men
inte i bada.

(a) Rita mdngden AAB iett Venndiagram.
(b) Skrivméngden AA B med hjilp av endast parenteser och symbolerna A, B,U, N, \.
(c) Beskriv mangden med hjilp av logiska operationer: AAB = {x | ...}.

6. Ldt A = [-2,7) och B = (0,v/2] och C = [2,00). Skriv féljande mangder som ett

intervall eller som en union av intervall:
(@ AUB
(b) ANB
(c) A\B
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d) BnC
e ANC

7. Ge ett par exempel pa element som tillhor mangden Q x P(Z).

8. Lat A = {0,1} och B = {a,b,c}. Ange hur minga element foljande mangder har.
Du behover inte lista alla element!
(@ AUB
(b) ANB
(c) A\B
(d) Ax B
(e) AxP(B)
(f) xP(A)NA
(g) » P(P(B))

9. x Skriv ned alla element i f6ljande méngd:
{(z,y) €eZxXZ|x>0 ANy>0 A z+y <3}

Hur manga element blev det? Fundera pa om man kan visualisera madngden pa
ndgot vis.

10. ** P4 en matteuppgift har tva studenter forsokt hitta alla talpar (x,y) som loser
bada av foljande ekvationer samtidigt:

r—2y =1
6y —3x =-3
Den forsta studenten har kommit fram till att méngden av alla losningar (z,y)

kan skrivas {(1 + 2¢,t) | t € R}. Den andra studenten har kommit fram till att
losningsméngden ar {(3 — 2¢,1 —¢) | t € R}. Vem har ratt?
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Del III
Funktioner

Funktioner

En funktion bestar av tre delar: en definitionsmidngd D, en malmdngd M, och en regel
som for varje element i D ger ett entydigt element i M. Denna data kan sammanfattas
som:

f:D—->M x— f(x),

n

alltsa "f &r en funktion fran D till M som omvandlar z till f(z)

Inom envariabelsanalys har de flesta funktionerna formen f : R — R; de tar ett reellt tal
och omvandlar det till ett annat reellt tal. Till exempel har vi funktionen som kvadrerar
tal

fR—=R [z a2

Regeln z +— x? skrivs kanske vanligare som f(z) = z2. I ord sdger man t.ex. att “ f av z &r
x?” eller att “ f avbildar x p& 2*”. Notera att namnet pd variabeln z i regeln &r irrelevant,
hade vi skrivit f(y) = y? istéllet s& har vi samma funktion - regeln siger bara att man
ska kvadrera vad som &n stoppas in i funktionen.

Inom linjdr algebra och flervariabelanalys studerar man framst funktioner av typen f :
R™ — R™, alltsd funktioner som tar n stycken reella tal som indata och producerar m
stycken reella tal.

Ett exempel ar funktionen
. RQ R?) — 2 o T
g:R* = R?, g9(z,y) = (" +y,x —y,e).

Har har vi till exempel ¢(0,1) = (1,-1,1).

Reglerna som sédger hur vi berdknar funktionsvéardena i funktionerna ovan tar formen av
algebraiska uttryck, men sa behover det inte vara. Det rdcker att regeln pa ett entydigt
sétt sdger vad funktionsviardet ar. Ta t.ex. funktionen

F : {Méngden av alla djur} — N F(z) = antal ben som z har.
Detta ar en helt vanlig funktionﬂ vi har t.ex.

F(katt) =4 F(spindel) =8 F(orm) = 0.

Om definitionsmdngden till en funktion ar dndlig dr det ibland lattast att beskriva alla
funktionens vdrden. Vi har t.ex. en funktion

G- {Q7J=,b}—>{@:é, e 7.5‘}

(@)-2 o(D)-F (@)-F o(w)-4

8Har kan man i och for sig fraga sig exakt vad definitionen av “djur” och “ben” dr, men om vi antar att
vi dr 6verens om dessa begrepp sa dr funktionen vildefinierad.
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Det ar ocksa vanligt att se styckvis definierade funktioner, exempelvis funktionen s :
R — R som definieras enligt foljande:

1 niarxz <0
s(z)=<x nir0 <z <2
1—xz nirz>2.

Har ar s en helt vanlig funktion (och inte tre funktioner), fér varje x har vi beréttat enty-
digt vad s(z) ar. Vi har t.ex. s(v/3) = 3 och s(—3) = 1 och s(2) = —1.

Ett annat exempel dr funktionen ¢ : R — R definierad av

q(x):{l omxe(@.

0 annars.

Denna funktion “hoppar mellan 0 och 1 hela tiden”. Vi har t.ex. ¢(2) = 1 och g(7) = 0
och ¢(3.1415) = 1.

For varje mdngd A finns det en motsvarande identitetsfunktion som skrivsid4 : A — A.
Denna avbildar varje element pa sig sjdlv, alltsd id 4 (z) = = for varje z € A.

Vad betyder vildefinierad?

Vi har anvint ordet “vildefinierad” ett par ganger i forra stycket. Vad betyder det? Har
ovan menar vi att f verkligen dr en funktion. Nar man forsoker beskriva en funktion ma-
tematiskt dr det latt att gora olika misstag sd att man inte far en funktion. Har &r ett par
exempel:

1. Lath:{1,2,3} — {a,b} vara funktionen som uppfyller h(1) = b och h(2) = a.

2. Lat f: R — Rgesav f(z) = L&,

3. Lt g : R — R vara funktionen som uppfyller g(z)? = €”.

2 0<z<3
4. Latk:R — Rgesav k(z) = { emu=T=s
5—xz omzx > 3.
Definitionen i (1) ger ingen valdefinierad funktion fran méangden {1, 2, 3} till {a, b}. Vi
har ju inte berattat vad h(3) ar!

Samma problem forekommer mer kamoflerat i (2) da f inte dr definierad for alla x € R:
vad dr f(3)? Problemet kan atgardas genom att bestimma att f(3) = 75 (exempelvis),
eller kanske vanligare genom att sdga att 4ndra definitionsmangden for f till R\{3},
alltsd sd att definitionsmadngden bestar av alla tal utom 3.

Funktionen i (3) ar heller inte vdldefinierad. Problemet &r att det finns massor med funk-
tioner som uppfyller villkoret. Vad &r t.ex. g(0)? Bade 1 och —1 uppfyller villkoret sa det
ar otydligt vilket varde g(0) ska tydas som. For att fa en valdefinierad funktion hade man
kunnat skriva t.ex. g(z) = v/e? istillet.

I (4) ar funktionen inte heller vildefinierad. Dels dr funktionen odefinierad for z < 0
trots att vi skrev att definitionsmangden var R. Dels &r det oklart vad ar k(3) ar - bade
villkoren &r ju uppfyllda da = = 3 sa det &r oklart om £(3) ska vara 9 eller 2.
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Injektivitet och surjektivitet

En funktion f : A — B kallas injektiv nidr f(z) = f(y) endast ndr z = y. Detta &r
ekvivalent med att siga att © # y = f(x) # f(y), det vill sdga att olika element i A
avbildas pa olika element i B. Funktionen G ovan ér till exempel inte injektiv, eftersom

bade «* och @ avbildas pd samma element. Man kan tinka sig att en injektiv funktion
f “stoppar in” eller “injicerar” médngden A i mdngden B, ddarav namnet injektiv.

En funktion f : A — B kallas surjektivom {f(z) | z € A} = B, det vill saga varje
element i mdlméngden B &r en bild av nagot (eller nadgra) element i definitionsméangden
A. Miangden {f(z)|z € A} kallas virdemangden till f och dr alltid en delmadngd i mal-
mingden. Av funktionerna i avsnittets borjan dr G surjektiv men inte F. “Sur” betyder
“pa” sd man kan komma ihdg att en surjektiv funktion avbildar definitionsmangden “pa
hela mdlméngden”.

En funktion f : A — B kallas bijektiv om f dr bade injektiv och surjektiv. Detta betyder
att f precis parar ihop alla element i A med alla element i B. Prefixet “Bi” betyder tva,
s& man kan komma ihdg inneborden genom att tanka att en bijektiv funktion har “bada
tvd” av egenskaperna injektiv och surjektiv.

Kombinationer av funktioner

Antag att A,B, och C dr tre madngder och att f : A — B och g : B — C dr tva funktioner.
Da kan vi skapa funktionernas sammansﬁttninéﬂ go f: A — C.Denna nya funktion
g o f definieras av (g o f)(z) = g(f(x)) for varje x € A. Notera att funktionen som star
till hoger - f i det hér fallet - 4r den funktionen man forst stoppar in x i.

Exempel 7. Lat A = {1,2,3} och B = {&, #,9,$} och C = {a, b, ¢, d}.
Lt sedan f : A — B ges av
=0, f2) =& fB3)=9<
ochlatg: B — C ges av
g(&)=c, g(#)=a, ¢g(O)=a, g(¢)=d
D4 ges funktionen g o f av
(o)1) =a (9o f)(2)=c (gof)B3)=d

Notera att vi inte kan skapa sammanséattningarna f o g eller f o f eller g o g eftersom
méangderna inte stimmer dverens, testa och se vad som hander!

Inversen till en funktion

En invers till en funktion f : A — B &r en annan funktion g : B — A sa att
g9(f(a)) =aoch f(g(b)) =bforallaa € Aochb € B.

Detta kan ocksa skrivas
go f=idgoch fog=idpg.

Nar detta ar fallet skriver vi g = f~! och f = g~! och sédger att f och g dr varandras
inverser. En funktion f : A — B har en invers om och endast om f ar bijektiv.

Egentligen racker det att f’s vardeméngd &r en delmingd av g’s definitionsmangd.
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Exempel 8. Lat f : {a,b,c} — {1,2,3} ddr f(a) = 2, f(b) = 3, och f(c) = 1. Funktionen
f ar da bijektiv. Inversen till f ges av

Fi {128} = {aboch dar fH () = ¢, fN2) = a, £13) = b,

Exempel 9. Inversen till g : R — R dar g(z) = 3z + 5 ar funktionen g=! : R — R dar
g '(z) = £32. Detta kan verifieras genom att berikna

(gog™")(x) = g(

och
(g og)(x) =g "Bz +5) =

Grafen till en funktion

Man tédnker ofta pa grafen till en funktion som en kurva i zy-planet, men den mer all-
mamna definitionen &r foljande:

Definition 7. Grafen till en funktion f : A — B dr mangden

{(a, f(a)) [ a € A}.
Grafen till f : A — B ar alltsa en viss delmingd av produktmingden A x B.

Exempel 10. Kom ihdg funktionen G fran frukter till djur ovan. Dess graf 4r mdngden

{(8.2).(2.%).(0.%).(w.4)}

Exempel 11. Lat f : R — R med f(z) = 22. D4 blir dess graf mangden
{(0,0),(0.4,0.16), (—3,9), (v/3,3), ... och odndligt manga fler talpar.}

Om man i ett koordinatsystem sédtter en prick vid varje (z,y) som ingar i denna odndliga
méngd far man den vilbekanta kurvan for grafen.

19



Funktioner - Ovningsuppgifter

1. Lat funktionerna f,g,h : R — R ges av

flz) =2z +3 g(z) = 2? h(z) =2*
Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt:

@ fBy+1)
(b) f(g(x))
(© g(f(z))
(d) n(g(2) - f(—=1) —h(1))

. Vilka av funktionerna f, g, h fran féregdende uppgift dr injektiva? surjektiva? bi-
jektiva?

. Regeln f(z) = ¥>2= 2“ ger inte en véldefinierad funktion fran R till R, varfor? Hur
ska man vilja en sa stor som mojligt definitionsméngd D for fsd att f : D — R
blir en valdefinierad funktion?

:{QJL‘/} och B:{ o) ,_V%}

For varje deluppgift (a)-(d) nedan, ge ett exempel pa en funktion f : A — B som
uppfyller villkoret eller forklara varfor det inte finns ndgon sddan funktion!

. Lat

(a) Injektiv funktion

(b) Surjektiv funktion

(c) Bijektiv funktion

(d) Funktion som varken &r injektiv eller surjektiv

(e) Besvara frdgorna ovan igen fast for funktioner g : B — A.

5. Vi definierar funktionen g : [0, 5] — R enligt foljande:

T nair0 <z <2
g()=<6—2?> nir2<z<3
VT nar 3 < z < 5.

(a) Berdkna g(1) och g(9) och g(4) och g(V/5).
(b) Berdkna g(g(m))

(c) »x Vad ar vardemangden till g? Svara med ett intervall eller en union av in-
tervall.

6. Hitta inverserna till f6ljande funktioner:

@ f:R—Rmed f(x) =7— 2z

(b) g:{1,2,3} = {a,b,c} darg(l) =b,9(2) =¢,9(3) =a
() h:{0,1} — {0,1} dar A(0) = 1 och h(1) =

7. % Vdlj i varje deluppgift en definitionsmadngd D och en mdlméngd M sé att regeln

x> 12 ger en funktion som blir:
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(a) Injektiv men inte surjektiv
(b) Surjektiv men inte injektiv
(c) Bijektiv

8. % Ge ett exempel pa en funktion N — N som &r injektiv men inte surjektiv.

9. »x Latg:[0,7] — [1,6] definieras av

1+vr nar0<xz<4
g(z) =

r—1 nir4d <z <7.

Hitta inversen till g!
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Del IV
Summor

Summasymbolen X

Om vi vill skriva summan av de 10 forsta udda talen kan vi skriva
1+3+5+74+9+114+13+154+17+19.

For att uttrycka denna summa pé ett mer kompakt satt (utan att skriva ut det faktiska
vardet) kan man anvianda sdkallad summa-notation. Det ser ut sa hér:

10

> (2i—1).

=1

Summasymbolen ¥ dr den grekiska bokstaven stora sigma. Till hoger star ett uttryck
som beror pa var index-variabel 7, nedanfor X star heltalet som 7 borjar pa, och ovanfor
star vardet som ¢ slutar pa. I exemplet ovan utvarderar vi alltsd uttrycket for alla heltal
1 < 4 < 10 och tar summan av dessa. Vilken bokstav vi anvinder som index-variabel
paverkar ej summan. Vill man vara tydlig &r det bra att sidtta ut parenteser: exempelvis
4r ju summorna .12 (2i — 1) och (312, 2i) — 1 olika!

Vi kan nu formulera en mer allméin definition av summa-symbolen:

Definition 8. Lt a och b vara heltal med b > a, och 14t s; vara ett tal for varje heltal i
mellan a och b. D4 definierar vi

b
Zsi:sa+sa+1+sa+2+---+sb.

i=a
Ofta &r s; i definitionen nagon funktion av i.

Exempel 12. Vi har

5
Zk2:12+22+32+42+52:55

k=1
S0, 1,2.8 0464849 23
j+1 1 3 4 12 D)

Z(—l)i = (D) + (D) ()2 (1) (D (D) =1-141-141-1=0

5
lel+1+1+1+1+1:6 < 6 termer da ¢ gar fran 0 till 5

Rédkneregler for summor

Lat s; respektive t; vara termer som beror pa heltal . D& galler

b b

b
Z(SZ‘ +1t;) = ZSZ‘ + Zt,

i=a i=a
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Om ) ér ett tal som inte beror pa 7 sa géller ocksa

b b
Z)\Si :)\ZSZ

Man kan ocksé bryta upp summans intervall i tva bitar: for varje heltal ¢ mellan a och b

sd kan vi skriva
b c b
E 8 = E Si + E ;.
i=a i=a

i=c+1

Summor 6ver mangder

I exemplen ovan summerar man ndr en index-variabel ror sig dver ett heltalsintervall.
En annan notation som ofta dyker upp dr summor éver méngder. Om vi exempelvis har
enmingd A = {-1,0, 1, 7,/3} s kan vi anvinda notationen

Zx2:1+0+1+7r2+3:5+7r2.
€A

Har betyder notationen att vi ska ta summan av uttrycket 22 for varje x i mdngden A.

Dubbelsummor

En dubbelsumma &r precis vad det later som, en summa av summor! Vi vet egentligen
redan hur man berdknar en sidan summa - enda skillnaden &r att termerna nu kan bero
pa tva olika variabler. Vi demonstrerar med ett exempel:

4 4

4 2
SN Gk—E+5)=> (N+G-1+i)+2j—4+j)=> 6j—5=1+T+13+19 = 40.
j=1 k=0 j=1 j=1

I forsta steget summerade vi for & = 0, 1, 2 och fick da termer som bara beror pa j. Sedan
forenklade vi detta uttryck, och till slut summerar vi for j = 1,2, 3,4 och skriver ned
resultatet.

Produktnotation

Ibland behdver man notation for att kunna skriva ned produkter av méanga faktorer. Da
kan man anvidnda produkt-notation. Vi skriver da II (stora pi) istéllet for ¥ - annars fun-
gerar notationen pd samma vis férutom att man nu tar produkten av uttrycken istéllet
for summan. Exempelvis:

6
[]VE=v2-V3- Vi V5. VG=12V5
k=2

[ @G+n=1-3-5-10=150
2€{0,2,4,9}
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Aritmetisk och geometrisk summa

Aritmetisk summa

Det finns tva typer av summor som &r bra att kdnna till. I en aritmetisk summa &r skill-
naden mellan efterféljande termer samma, t.ex.

1+2434445+46+7+8+9+10 eller (=7)+ (=2)+3+8+12+17

Man kan enkelt berdkna en aritmetisk summa genom att para ihop termerna framifran
och bakifran:

14+2+434+44+54+64+7+8+9+10 = (14+10)+(24+9)+(3+8)+(4+7)+(5+6) = 5-11 = 55.

Eftersom varje parentes blir 11 och det finns 5 par blir summan alltsa 55.

Den allménna formen for aritmetisk summa kan pa samma sitt visas bli:

n
> si=2(s1+ 5n)
=1

Detta samband géller alltsd i aritmetiska summor dér s;; — s; dr konstant. Som en min-
nesregel ar summan “forsta termen plus sista termen ganger antalet termer delat med

4

tva”.

Exempel 13. Vi ska berdkna summan s = 16 4 19 + 22 + 25 + 28 + 31 4 34 + 37 + 40.
Summan &dr aritmetisk eftersom skillnaden mellan efterfoljande termer alltid 4r 3. Enligt

formeln har vi s = w = 252.

Exempel 14. Vi ska berdkna summan Zﬁ:_3(2k + 5). Summan &r aritmetisk eftersom
skillnaden mellan tva efterfoljande termer &r 2. (Detta kan vi se om vi infor a, = 2k + 5
for termerna och berdknar axy; —ap = 2(k + 1) + 5 — (2k + 5) = 2.) For att fa forsta
respektive sista termen tar vi & = —3 respektive £ = 4. Vi ser att antalet termer &r 8 (k
startar pa —3 och slutar pa 4). Formeln ger alltsa:

4
> (2k+5) = (2(=3) +5+2(4) +5) -
k=-3

=12.-4=48.

N | 0o

Geometrisk summa

Den andra typen av summa &dr den geometriska summan. I sddana ar kvoten mellan
efterfoljande termer konstant. Har &dr tvd exempel:

6

14+3+9+27+81+243 och 25’?
k=3

Eftersom kvoten mellan efterfoljande termer dr konstant har varje geometrisk summa
formen Zz:a A\¢* dar q ar ett tal (kvoten i den geometriska summan), a respektive b dr
nagra granser, och A dr en konstant som kan faktoriseras ut ur summan. Motsvarande
formel for berdkning av geometrisk en summa ar:

a

+1 b ° k qb+1 —q

T4+ — - 7

q q q kg q q—1
=a

Vi gor ett kort bevis av formeln - sjdlv tycker jag det dr ldttare att komma ihdg beviset an
formeln!
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Bevis. Lat s = ¢® 4 --- + ¢" beteckna summan. D& har vi ¢ - s = ¢ + ... 4+ ¢!, s&
qs — s = ¢"T! — ¢ eftersom alla mellanliggande termer stryks mot varandra. Alltsé har
vis(qg — 1) = ¢"T! — ¢% och division med ¢ — 1 ger alltsd s = qbzl__lqa vilket var det vi
skulle bevisa. O

Speciellt enkel blir formeln da a = 0, alltsd nér forsta termen &r 1.

Exempel 15. Vi ska berdkna summan Z}CO:O 2% Vi har alltsd a = 0, b = 10, och ¢ = 21
formeln. Vi far direkt

10 11 0

21l _ 9
§ ok — =2 1 =2047.
it 21

k
Exempel 16. Vi ska berdkna summan s = ZZ:O 5 - 32. Det luriga hér ar vad kvoten dr

k 1
- efter utbryting av 5 och omskrivningen 32 = (32)% = V3 harvis = 5 Yo V3.
Kvoten &r alltsd v/3. Insittning i formeln ger nu

\fs—\/ﬁo)_5(34—1)_ 400
V3-1 7 WB-1" V3-1

s =5(
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Summor - Ovningsuppgifter

1. Berédkna foljande summor.

@ Xiow
(b) Yo gk’
(© Yo it
2. Skriv foljande summor med hjidlp av summa-tecken. Du behover inte rdkna ut
summans varde.

(@ 14+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+---+99 + 100
(b) 1+8+27+464+ 125
() 2+4-6+8—-10+12—-14+16 —18+20
(d) 14+2+4+8+16+ 32+ 64 + 128 + 256 + 512 + 1024
@rt+5+5+5+5
O 3+irirhrhrged

3. Lat A ={0,1,2} och B = {2, 3,4}. Berdkna foljande summor:

@ > x4+ =

€A T€EB

d oz

r€AUB

> Vi

yeEANB

@ > 2

z€B\A
4. Berdkna foljande aritmetiska summor:

@) 142+3+4+---+999 + 1000

(b) Y72, (3i+1)
(€ x10+54+0—5—10—15—--- — 105 — 110

5. Anvind formeln for geometriska summor for att berdkna foljande summor. Du
behover inte forenkla ditt svar.

(@) 52 +5% +5* +55 + ... + 510
(b) i
6. Berdkna produkterna

5
@ J]*
k=1
® J] =@+

ze{l,—2,5}
1000
K+ vk
<>H

Ty tips: enklare iin det ser ut!
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7. x Berdkna summan
9

> (T+3-28 —3k).

k=0

tips: Summan kan delas upp i en aritmetisk och en geometrisk summa!

8. x Berdkna summan

k=0

tips: Skriv forst om termerna pd formen ¢*. Vad ska q vara?

9. x Summan
100

1 1
2 G w7

k=1

ar ett exempel pa ndgot som kallas en teleskopsumma. Berdkna summan!
tips: Man behover inte skriva ut alla termer utan det finns ett “trick”. Prova att skriva ut
ett par av de forsta termerna for att upptiicka tricket!
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Logik - Facit och kommentarer

1.

a) S

(b) S (vibehover inte ens ta reda pa om 8537 &r ett primtal)

(c) S
(d) S

(e) F(z kanju t.ex. vara 3)

(f) F (x kan ju t.ex. vara —4)

(g) F (inte sant for exempelvis z = —1)
(h) S (z kanjuvara tex.0,1,—1)

()

P Q| PxorQ

S S F

S F S

F S S

F F F

(b) Exempelvis (P V Q) A=(P AQ).

P Q R|PV-Q|R=P|(PV-Q)A(R=P)
S S S S S S
S S F S S S
S F S S S S
S F F S S S
F S S F F F
F S F F S F
F F S S F F
F F F S S S

4. Den kontrapositiva utsagan till “Om det dr sondag idag sd ar universitetet staingt”
blir i ord ungefdar “Om universitetet d&r oppet idag sa ar det inte sondag”.

5.

P

Q| P=0Q|-Q=-P

™m0 Wn

S S

s BLOa N s V)]

F F
S S
S S

Sanningstabellerna for -QQ = —P och P = () dr exakt samma. Detta betyder att
utsagorna dr ekvivalenta och har exakt samma logiska innebord. Notera dock att
P = (@ inte 4r ekvivalent med —-P = —(Q)!

(a) Budskapet som skylten vill framfora &r nog ((Q A R) VU) < P.

(b) Texten skulle dels kunna misstolkas som (Q AN(RVU )) & P;isant fall skulle
inte en lang 10-dring vara valkommen ens med fordlder. En annan misstolk-
ning skulle kunna vara ((Q A R) V U) = P (vilket det egentligen &r vad som
star pa skylten!) Detta utesluter inte att man kan vara vidlkommen trots att
man inte uppfyller ndgra av villkoren! Detta illustrerar att vardagligt sprak
och matematiskt sprak inte alltid har samma innebord. Ett forslag pa text for
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10.

logiker pa Liseberg &r: Du ir vilkommen om och endast om minst ett av foljande
villkor dr uppfyllda: (a) Du dr > 11 dr och dr > 130cm. (b) Du har siillskap med en
forilder.

P=Q P=R P=U,R&U,R= Q,U = Q,vilket kan sammanfattas som:

P=R&sU=Q

Va : (Jy : y > x) blir ungefdr “For varje tal x finns ett storre tal y”. Detta dr saklart
sant.

Jy : (Vo : y > z) blir ungefdr “Det finns ett tal y som ar storre an alla reella tal
x” detta dr falskt - det finns inget storsta tal. Exemplet visar att man inte alltid kan
byta ordning pa kvantorer utan att dandra inneborden.

(z:x > 5) A (Jz : < 3) dr sann: det finns bade tal som &r storre dn 5 och tal som
dr mindre dn 3

A andrasidandr 3z : (z > 5 A z < 3) falsk. Inget tal kan vara bade stérre 4n 5 och
mindre dn 3. Podngen &r att det inte behover vara samma x i de tvd kvantorerna i
den forsta utsagan. En slutsats man kan dra av detta exempel ar att man bor vara
forsiktig med att flytta parenteser i logiska uttryck!

Det stora misstaget begds vid sista ekvivalenspilen - ekvivalensen giller bara da
a® — ab # 0. Men eftersom a = b &r ju a® — abnoll och p4 nést sista raden stér alltsd
2.0 = 0 hér kan vi inte dela med noll och fa 2 = 1!

Den forsta ekvivalenspilen ar faktiskt ocksa fel, den borde vara en implikationspil.
Bara for att a* = ab behover vi inte ha a = b, det kan ju exempelvis vara sd atta = 0
ochb=1.

(a)
P Q| Pnand Q
S S F
S F S
F S S
F F S

(b) Forst ser man att vi att P nand P < —P.
Fran detta foljer att

(P nand Q) nand (P nand Q) < —(Pnand Q) < PAQ

(P nand P) nand (Q nand Q) < —(-PA-Q) < PV Q.

Detta har en intressant teknisk konsekvens: om man vill bygga ndgon typ av
framtida dator med ny teknik sa racker det med att kunna konstruera en nand-
krets. Man kan sedan koppla ihop dessa for att kontruera alla typer av logiska
operationer.
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Mingder - Facit och kommentarer

1. (a) F (med C hade det varit sant)
(b) F (med € hade det varit sant)
(© S
(d) S

2. (a) {y,z,w}

(b) {1,3,5,7}

(C) {\/Qa _77 7T}

d {1,-1}

(e) [0,9)

(f) (3,7) Detta skrivsitt ar vanligt, |z — a| < b uppfylls av alla x vars avstand
fran a pa tallinjen dr mindre &n b, alltsd intervallet alla « € (a — b,a + b) ndr b
ar positiv.

(g) {Méngden av alla primtal}

3. Flera svar dr mojliga, exempelvis:

(@ {2n|neZ}

(b) {4k +3 |k € Z}

(©) {2 | ke N}

(d) {la,a+3]|acR}

@ {(n—3,n+3)InelZ}

4. Miangderna (a) och (c) ar lika: (AU B)NC = (ANC)U(BNC), och dessa visas till
vanster. Till hoger visas méngden i (b), alltsa AU (B N C).

\

(b) Exempelvis AAB = (AU B)\(AN B)
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6.

7.
8.

9.

10.

(c) Exempelvis AAB ={z | (rt € ANz ¢ B)V (x ¢ ANz € B)}. Mdngden kan
ocksa skrivas AAB = {x | x € Axor x € B)} med hjilp av en tidigare 6vning!

@) [-2,7)

(b) (0,v?2]

(©) [-2,00U(v2,7)
(d) @

(e) [2,m)

Exempelvis (&, {5,17,42}) och (5,{0}) och (3, @).

(@ 5

(b) 0O

(c) 2

(d) 2-3=6

(e) 2-23=16

(f) 0 (A innehaller siffror, P(A) innehaller méngder, inga element gemensamma)

(g) 2" =256

Maingden har 10 element: (0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (0,1), (1,1), (2,1), (0,2), (1,2),
(0, 3). Méangden kan visualiseras som alla heltalspunkter i planet som ligger i eller
pa triangeln som begrénsas av z-axeln, y-axeln, och linjen y = —x + 3.

Bdda har rétt! Studenterna har skrivit ned samma méngd pa tva olika sdtt. Samma
t-vdarde motsvarar olika punkter i de tva miangdbyggarna, men hela mingderna dr
lika. Om vi t.ex. tar t = 01i den forsta méngdbyggaren far vi losningen (z,y) = (1,0)
till ekvationssystemet. Denna 16sning finns ocksa i den andra méangdbyggaren,
men motsvaras hdr av ¢t = 1. Bdde mangderna innehdller punkterna pa linjen
y = £ — 1. Exakt hur man gar tillvéga for att 16sa denna typ av system (och storre)

lar man sig oftast i en kurs i linjér algebra.
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Funktioner - Facit och kommentarer

1. (a) 6y+5
(b) 222 +3
(c) 422+ 12249
d) 4

2. f &r injektiv, surjektiv, bijektiv. g dr varken injektiv, surjektiv, eller bijektiv. h dr
endast injektiv.

3. For att regeln ska fungera krédvs dels att x # 4 och dels att 2z 4+ 3 > 0. Det senare
villkoret uppfylls dd = € [—3, 00). Storsta mojliga definitionsméngd i R blir darfor

D = [-3,00)\{4}.
4. (a) Existerar ej, ty |A| > |B|.
(b) Exempelvis funktionen f : dpple — tiger, banan — kanin, melon — kanin.
(c) Existerar ej, eftersom inga injektiva funktioner finns.
(d) Exempelvis funktionen f : dpple — tiger, banan — tiger, melon — tiger.

(e) Injektiva finns, t.ex g : tiger — dpple, kanin — banan.
Surjektiva existerar ej ty |A| > |B|
Bijektiva existerar ej, eftersom surjektiva ej finns,
Ett exempel som varken dr injektiv eller surjektiv dr g : tiger—&pple, kanin—apple.
5. (a) g(1) =1, g(9) ar odefinierat! g(4) = 2 och g(v/5) = 1.

(®) g(g(m)) = Vpi
(c) 0,2) U[-3,2) U (V/3,v5] = [-3,V5]. Unionen till vinster motsvarar virdena
som fas fran de tre olika fallen!
6. (@) f':R—Rgesav f'(z) = 5L
(®) 97"+ {a,b,c} = {1,2,3} gesavg (b)) = 1,97 (c) = 2,97 "(a) = 3.
(c) h~! = h. Funktionen &r sin egen invers!
7. Manga exempel dr mojliga, hdr visar jag maximala méangder D och M.
(@) D =10,00) och M =R
(b) D =R och M = [0, c0)
() D=[0,00) =M

8. Exempelvis f : N - N med f(z) = = + 1. Den dr “nédstan” surjektiv, men inget
element avbildas pa 0.

9. Det dr enkelt att algebraiskt hitta “inversen” for uttrycken i de tva fallen, men det
gdller att vara noga med intervallen dér inversen dr definierad - dessa motsvarar
den del av virdemangden som fés for de tva styckvisa uttryckeni g.

71() 22 —2x+1 narl<z<3
xTr) =
g r+1 nir3 <z <6.
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Summor - Facit och kommentarer

1. (a)
(b)
(c)

_ 1 1 1 _ 15
Yiop =5 titETie =1
Sh gk = (=27) 4+ (=8) + (—1) + 0+ 8427+ 64 = 64

3 k+1 (k+1) _ 11 o o .
Dokl R = =30 iz Z5Y) =37 t=14141 =1 Detgarocksa att skriva

ut termarna direkt, men ofta hjélper det att forenkla innan man summerar.

2. Det finns flera svar. Exempelvis:

a) ZIOO
(b) 3}y K
(© YLy (~1)%(2k)
(@ X2
(e) Zk 1 ?
() X 5
3. (@ (0+1+2)+(2+3+4)=12
(b) 0+1+2+3+4=10
(c) V11 (summan har bara en term)
(d) 324+42=25
4. (a) 152(1 + 1000) = 500 - 1001 = 500500
(b) 2(4+61) =10-65 = 650
(c) %(10 + (—=110)) = (12.5) - (—=100) = —1250. Ibland &r det svart att lista ut
antalet termer. Da kan det vara lattare att forst skriva om: 10+5+0—5—10 —
15—---—100—105—110 = 22:_2(—5147). Da ser vi att forsta och sista termen
stimmer och att antalet termer &r 22 — (—2) + 1 (alltsé skillnaden mellan 6vre
och nedre grins plus ett).
11 2
5. (a) =52
a2l
®) =
6. (a) 1-2-3-4-5=120. (Detta skrivs ocksa 5! och kallas “fem-fakultet” )
(b) (1-2)-(=2-(=1))-(5-6)=2-2-30=120
(c) 0 (forsta faktorn dr noll!)
7.
9 9 9
(74328 —3k) =D (T-3k)+3)> 2*
k=0 k=0 k=0
210 -1
D(7+(-20)) +3 51 = —65 + 3(1023) = 3004
8. ¢ = —3. Nér man gjort omskrivningen &r det svéra i uppgiften mest férenklingar-
na
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9. Vi skriver ut ett par termer:
G-2)+G-)+G-D+GE-+-

Har ser vi att den andra delen av varje term tas ut av den forsta delen av nésta
term! Det enda som blir kvar dr forsta delen av forsta termen och sista delen av

sista termen. Summan blir alltsd 1 — ﬁ = %.
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