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Forord och lasanvisningar

Denna bokserie i fyra delar ger en introduktion till matematisk analys och linjér algebra for
teknisk hogskola. Texten bygger pa var undervisning pa Chalmers maskinteknikprogram och
var ambition har varit att skriva en bokserie som ger en koncis och lattillganglig men samtidigt
rigords beskrivning av det matematiska teoribygget, med tydliga kopplingar till modellering,
berdkning, algoritmer och programmering.

Var ambition har ocksa varit att ge studenten en bok som kan ldsas frén parm till parm,
istallet for en tegelsten sprangfylld med exempel och utvikningar; darav det kompakta forma-
tet och det relativt sparsamma utrymme som ges it 1osta exempel.

Bokserien ér strukturerad i fyra delar, med avsikt att varje del kan ldsas som en kurs.
De olika delarnas teman motiveras utifrdn ekvationslosning som ér ett centralt verktyg inom
modellering och problemlosning i naturvetenskaperna och ingenjorskonsten. Upplagget kan
darfor sdgas vara problemmotiverat. Varje del motiveras utifran var vilja att kunna 16sa en viss
klass av ekvationer: f(z) = 0 (skalira, ickelinjira ekvationer; del 1), v’ = f (integraler och
ordinira differentialekvationer; del IT), Az = b (system av linjira ekvationer; del III) och
A(u) = f (system av partiella differentialekvationer; del IV). Dessa teman bildar en rod trad
som loper genom texten, men dven om uppléigget dr problemmotiverat sa dr det inte problem-
baserat. Texten foljer istéllet en traditionell matematisk beskrivning med definition, sats och
bevis. Den som sa onskar kan darfor viélja att istédllet tanka pa bokseriens delar som differen-
tialkalkyl (del I), integralkalkyl (del II), linjar algebra (del III) och flervariabelanalys (del IV).

Ovningsuppgifterna dr indelade i "Ovningar”, "Problem” och "Datordvningar”. Ovning-
arna dr standarduppgifter pé specifika teman och avsedda for kunskapskontroll och méngd-
traning, medan problemen kombinerar olika teman och kan kridva mer eftertanke. Dator-
ovningarna innebar matematisk problemlosning med hjilp av dator (programmering). Dessa
ovningar kan utforas i valfritt programmeringssprak, exempelvis Python eller MATLAB.

Bevis och uppgifter mirkta med X ir av lite mer utmanande karaktir och ingér normalt
inte i en standardkurs f6r godkant betyg. I 6vrigt ar rekommendationen att ldsa (och forsta!)
texten i sin helhet och att arbeta flitigt med 6vningar, problem och datorévningar. En limplig
omfattning kan vara att gora hilften av alla uppgifter; gor alla 6vningar mirkta (a) och (b) samt
alla udda problem och datorévningar. Resterande uppgifter kan fungera som extra traning
eller repetitionsmaterial infor tentamen.

Lycka till!

Forfattarna
Goteborg, 23 september 2020
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son, Per Ljung, Carl Lundholm, Douglas Molin, Vincent Molin, Aladdin Persson, Raad Sal-
man och Joel Sjogren. Speciellt tack till Joar Axas och Christoffer Hansson som bidragit med
manga av bokseriens 6vningsuppgifter samt till Mikael Enelund for stod och uppmuntran.

I arbetet med var bokserie har vi tagit inspiration fran ett flertal forfattare som pa olika satt
har satt avtryck pa bade innehall och stil, ddribland Jan Petersson, Kenneth Eriksson, Donald
Estep, Claes Johnson och Terrence Tao.



Lisperioden kan sigas handla om att I6sa linjdra ekvationssystem pd formen Ax = b.

Introduktion

Linjdra ekvationssystem kan skrivas pa formen Az = b. Hér dr A en matris och 2 och b
vektorer av tal.

Linjar algebra handlar om att rakna med matriser och vektorer av allmidn dimension.
Innan viborjar med detta ska vi studera vektorer i det vanliga 3-dimensionella rummet. Eftersom
dessa definieras som riktade strackor kallar vi dem geometriska vektorer. Med hjélp avdem kan
vi studera geometri i rummet, till exempel, avstand, vinkel, ortogonal projektion, area, volym,
rat linje och plan. De spelar dven en viktig roll i mekanik och fysik: kraftvektor, hastighetsvek-
tor, rotationsvektor, elektrisk faltvektor, och sé vidare.

Sedan presenterar vi en systematisk metod, Gauss eliminationsmetod, som transformerar
ett linjart ekvationssystem till en standardform dér vi kan ldsa av 16sningsméngden. Dérefter
studerar vi hur vi rdknar med matriser. Gauss-elimination kommer in hér ocksa. ...






1. Vektorer i rummet

Geometriska vektorer

Vektoralgebra

Skalarprodukt, ortogonalitet och projektion
Koordinatsystem

Kryssprodukt

Rata linjen och planet

Vi studerar vektorer i rummet. Dessa kan vara geometriska vektorer, dvs riktade strickor
mellan punkter i rummet, men ocksd fysikaliska vektorer sasom hastighet, kraft, elektriskt
eller magnetiskt filt. Det gemensamma for dessa dr att de karakteriseras endast av sin
riktning och sin magnitud (ldngd). En annan gemensam sak dr hur vi rdknar med vekto-
rer: vi kan addera vektorer och vi kan multiplicera vektorer med tal och pa sd sdtt bilda
nya vektorer. Vi ska ocksd infora skaldrprodukt och kryssprodukt av vektorer. Genom att
infora ett Cartesiskt koordinatsystem i rummet kan vi identifiera geometriska vektorer
med vektorer i R3. Slutligen ska vi anvinda geometriska vektorer for att hirleda ekvatio-
ner for den rdita linjen och for planet. I senare kapitel ska vi generalisera till vektorer i n
dimensioner, dvs vektorer i R™, men dven abstrakta vektorer. Dd kommer analogin med
geometriska vektorer att hjdlpa oss att visualisera den abstrakta teorin.

1.1 Geometriska vektorer

Vi borjar med att definiera geometriska vektorer som riktade striackor i rummet.
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Definition 1.1 (Geometrisk vektor) Med en geometrisk vektor menas en riktad stricka, dvs
en stricka med en bestimd genomloppsriktning. Den riktade strackan fran punkten A
till punkten B tecknas AB.

Lingd. Avstandet mellan A och B kallas lingden av vektorn AB och tecknas ‘zﬁ B
Likhet. Tva vektorer 1@ och ﬁ sdgs vara lika, 1@ = @, om 1@ kan parallellfor-
flyttas sa att den sammanfaller med CD.

Nollvektor. En vektor med samma start- och slutpunkt, ﬂ, kallas nollvektor. Alla noll-

—
vektorer ir lika, AA = B §
Motsatt vektor. Den motsatta vektorn till ﬁ ar vektorn B A, vilken tecknas —AB.

Figur 1.1: Geometriska vektorer. (De tunna linjerna ér parallella.)

Tvéa geometriska vektorer dr lika om de har samma lingd och samma riktning. En geo-
metrisk vektor bestdms alltsa entydigt av sin langd och sin riktning, men inte av sitt lige i
rummet. Tva vektorer som har samma riktning eller motsatt riktning (utan att nédvéndigtvis
ha samma lingd), dvs som ér parallella eller antiparallella, kallas kolinjira.

Vi skriver ofta vektorer med fetstil, till exempel, u = fﬁ . Nollvektorn tecknas 0 och den
motsatta vektorn till u tecknas —wu. Notera att | — u| = |u| och att nollvektorn 4r den enda
vektor vars langd ér 0, dvs |u| = 0 om och endast om w = 0. Ibland skriver vi vektorns lingd
med samma bokstav i vanlig stil, u = |u].
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Exempel 1.1 (Fysiska vektorer) En fysisk vektor ar en kvantitet som bestdms av en rikt-
ning och en magnitud som dr en fysikalisk storhet. En geometrisk vektor u = ABiren
riktad stricka i rummet och dess magnitud ar dérfor ldngd med SI-enhet meter, u = |u
[m]. Hastighet v ér en vektorkvantitet vars magnitud mits i meter per sekund och kallas
fart,v = |v| [ms™!]. Kraft F ir en vektor vars magnitud mits i newton, F' = |F| [N].
Elektrisk féltstyrka E ir vektor vars magnitud mits i volt per meter, £ = |E| [V m™!].

1.2 Vektoralgebra

Vektorer adderas genom att vi parallellforflyttar den andra vektorn till spetsen av den forsta
och tar den riktade strickan som bildas.

Definition 1.2 (Addition av geometriska vektorer) Lat w och v vara vektorer och vilj

punkter A, B, C sd att u = E ochv = B? Vektorn ﬁ kallas summan av u
och v och tecknas u + v (se figur 1.2).

Med hjilp av den motsatta vektorn kan vi definiera subtraktion av vektorer: u — v =
u+ (—v).

Figur 1.2: Addition av vektorer.
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Sats 1.1 (Rakneregler for addition)

ut+v=v+u (kommutativa lagen for addition)
(ut+v)+w=u+ (v+w) (associativa lagen for addition)
u+0=u (addition av nollvektorn)
u+(—u)=0 (addition av motsatta vektorn)

.

(1.1)
(1.2)
(1.3)
(1.4)

J

Bevis. Bevis av (1.1): Vilj punkter sd att u = E = 55, v = B—C>Y = E (se figur 1.2). Da
bildar punkterna en parallellogram ABC'D som spéanns upp av vektorerna u och v. Vi far

u—l—v:@—i—B?:ﬁ
U—i—u:ﬁ—i—ﬁ:ﬁ

Bevis av (1.2): Vilj nu punkter sd att u = f@, v = B?, w = @ Da fas

(u—i—v)—l—w:(ﬁ—i-ﬁ)—i-@:ﬁ%—@:@
u+(v+w):@+(ﬁ+@):,@+ﬁzﬁ

Bevis av (1.3):

u+0:ﬁ+ﬁ:1ﬁ:u

Bevis av (1.4): N
w+ (—u)=AB+BA=A4A=0

2u

(=2)u

Figur 1.3: Multiplikation av vektor med skalr.

(1.5)
(1.6)

(1.7)
(1.8)

(1.9)

(1.10)
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Definition 1.3 (Multiplikation med skalar) Lat w vara en vektor och ¢ en skalir, dvs ett
reellt tal. D4 ar produkten ¢u den unika vektor som har lingden |tu| = |¢||u| och som
ar parallell med w om ¢ > 0 och antiparallell med v om ¢ < 0 (se figur 1.3).

Notera att i uttrycket |¢||u| dr |¢| absolutbeloppet av ett tal medan |u| dr lingden av en
vektor. Definitionen innebdr att tva vektorer w, v dr kolinjira om och endast om det finns
t e R, t+#0,saatt

u=tv (1.11)
Sats 1.2 (Rakneregler for multiplikation med skalar)
t(u +v) =tu+tv (distributiv lag) (1.12)
(t+ s)u = tu + su (distributiv lag) (1.13)
t(su) = (ts)u (associativ lag) (1.14)
lu=u (1.15)
(—Du =—u (1.16)
Ou =0 (1.17)
Bevis. Vildmnar beviset till problem 1.2. O

En vektor som inte dr nollvektorn, u # 0, kan normeras. Det innebdr att vi bestimmer en
parallell vektor & som har lingden 1, dvs & = tu med ¢ > O och 1 = |u| = |tu| = t|u|. Vi
fart = 1/|u| och

~ 1 u
U= —u=— (1.18)
ful ™ ul
Den normerade vektorn @ har samma riktning som « men lingden 1, |&| = 1. En sddan
vektor kallas enhetsvektor.
Vektorn
w = su + tv (1.19)

kallas linjdr kombination av vektorerna u och v med koeflicienterna s och ¢. Linjar kombina-
tion dr ett viktigt satt att bilda nya vektorer. Mer allmént bildar vi linjar kombination av flera
vektorer.

Definition 1.4 (Linjar kombination) Lt {v;}"_, vara geometriska vektorer och {c;}7_,
vara skaldrer. Vektorn
n
v= chvj =cv1 + -+ cpvy, (1.20)
=1

kallas linjér kombination av {v; }7_; med koefficienter {c;}"_;.
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1.3 Skalarprodukt, ortogonalitet och projektion

Definition 1.5 (Skalarprodukt) Den skaldra produkten u - v definieras av
u - v = |ul|v|cos(d) (1.21)

dér 0 dr vinkeln mellan v och v (se figur 1.4).

Notera att skaldrprodukten skrivs med en prick, w - v. Uttrycket uv har ingen mening.
Vinkeln 6 varierar mellan 0 och 7. Om en av vektorerna &r nollvektorn, till exempel u = 0,
s& ar vinkeln 0 odefinierad men skalarprodukten ar O eftersom |u| = 0.

0 6
(9 N D

Figur 1.4: Vinster: cos(f) > 0, mitten: cos(d) = 0, hoger: cos(d) < 0.

Sats 1.3 (Rakneregler for skalarprodukt)

U-VvV=v-u (kommutativ lag) (1.22)
u-(v+tw)=u-v+u w (distributiv lag) (1.23)
(tu) - v =t(u-v) =u- (tv) (distributiv lag) (1.24)
u-u = |ul? (1.25)

Bevis. Bevisen av (1.22), (1.24), (1.25) foljer omedelbart av definitionen i (1.21). For (1.24)

noterar vi da att vinkeln mellan tu och v dr 7 — 6 dd ¢ < 0 och att cos(m — 0) = — cos(0).
Distributiva lagen (1.23) bevisar vi senare med hjélp av ortogonal projektion som vi strax ska
introducera. O

Skalarproduktens tecken indikerar vinkelns typ. Antag att uw # 0, v # 0. Vi har tre fall
(se figur 1.4):

1. w-v > 0.Dadrcos(d) > 0,dvs 0 < 6 < /2, och vektorerna bildar en spetsig vinkel.
2. u-v =0.Daircos(f) = 0, dvs = 7/2, och vektorerna bildar en rdit vinkel.

3. u-v < 0.Dddrcos(d) < 0,dvs m/2 < 0 < 7, och vektorerna bildar en trubbig vinkel.
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Fallet med rdt vinkel dr sa viktigt att vi gor en definition.
Definition 1.6 (Ortogonala vektorer) Vektorerna u och v kallas ortogonala om
u-v=>0 (1.26)

Vi noterar att nollvektorn per definition dr ortogonal mot alla vektorer.

Vi kan nu introducera begreppet ortogonal projektion. Antag uw # 0 och bilda enhets-
vektorn & = w/|ul. I figur 1.5 ser vi att talet |v| cos(f) fis genom att projicera vektorn v
ortogonalt p& u. Men vi har ju u - v = |ul||v]| cos(f) och projektionen ges alltsé av

v-u u

v|cos() = — =v-— =v-u (1.27)
| ul ~ " Tul

Detta dr en skaldr som kan vara positiv, negativ eller 0 beroende pé vinkeln. Den kallas kom-

[v|sin(8)=0 0

S

u u

P Y-,

i <
|[v|cos(8)=0 |[v|cos(0)<0

Figur 1.5: Komponenten |v|cos(f) kan ha olika tecken, men héjden |v|sin(#) ér alltid icke-
negativ eftersom 6 € [0, 7.

ponenten av v lings riktningen u eller den skaldra projektionen. Om vi multiplicerar den med
enhetsvektorn 4 fir vi en vektor (v - @)w som &r kolinjar med w och vars lingd ér lika med
absolutbeloppet av den skaldra projektionen. Denna kallas vektorprojektionen eller helt enkelt
ortogonala projektionen av v pa u (se figur 1.6).

\'4
‘\9
S

Puv u Puv u u

Figur 1.6: Ortogonal projektion.
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Definition 1.7 (Ortogonal projektion) Antag u # 0 och bilda enhetsvektorn & = u/|u|
Komponenten av v lings riktningen u (skaldra projektionen) dr

. v-u
vVoUu=—— (1.28)
[ul
Den ortogonala projektionen av v pa u ar
Pu(v) = (v-@)a = Tu|’;u (1.29)

c=a+b

Figur 1.7: Bevis av distributiva lagen.

Vi kan nu bevisa distributiva lagen (1.23) f6r skalar produkt:
u-(v+tw)=u-v+u w

(1.30)
med |u| gédnger respektive skaldra projektion pé w:

Om u = 0 sd dr bada sidor lika med noll. Annars ser vi fran (1.28) att alla tre termerna ar lika

u-v=|ulv

U (1.31)
u-w=|ulw-a (1.32)
u-(v+w)=ul(v+w) u (1.33)
Men projektionerna av v och w adderas ldngs en rét linje som dr parallell med w och summan
ar projektionen av v + w:
(v+w) u=

v-utw-u

(1.34)
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dvs ¢ = a + bifigur 1.7, varav (1.30) f6ljer. Alternativt kan vi skriva med formler:
P+ Paw=(v-d)u+ (w-a)u = ((v +w) - ﬁ)ﬁ = Py(v+ w) (1.35)

dvs
(v-ﬁ+w‘ﬁ—(v+'w)-ﬂ>ﬁ:0 (1.36)

Vi multiplicerar skaldrt med u:

vy A — ca)t-u=0-1 1.37
('v vt w-u—(v+w) u)u_u O_Ou (1.37)

vilket leder till (1.34).

Exempel 1.2 (Arbete) En kropp forflyttas langs den riktade strackan u = AB [m] under
inverkan av en kraft F' [N]. Arbetet som utrittas blir da lika med komponenten av
kraften lings u, dvs F' - & = |F'|cos(f), ganger den tillryggalagda strickan |u/, se
figur 1.8:

W = (F -u)|u| = |u||F|cos(f) = F -u []] (1.38)

Arbetet ges helt enkelt som skaldrprodukten av kraften och den riktade strackan. Arbe-
tet kan vara positivt, negativt eller noll beroende pa tecknet pa cos(6), dvs beroende pa
hur kraften ar riktad i forhéllande till rorelsen. (SI-enheten for arbete dr joule = newton-
meter, ] =N m.)

A & S o8B

F-u = |F|cos(6)
Figur 1.8: Arbete.

Sambandet (1.25), |u|?> = u - u, ir mycket anvindbart, vilket foljande tva exempel visar.
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Exempel 1.3 (Berdknalangd) Vektorerna w och v harlingderna 2 respektive 3 och bildar
vinkeln 7v/3. Vi berdknar lingden av vektorn u — 5v.

Vi anvdnder (1.25) och utvecklar kvadraten med hjélp av raknereglerna:

lu — 5v|2 = (u — 5v) - (u — 5v) (1.39)
=u-u+u-(—5v)+ (—5v) - -u+ (—5Hv) - (—Hv) (1.40)
=u-u+2u-(—5v)+ (=5Hv) - (=5Hv) (1.41)
= |ul? +2(~5)u v+ | — 5v|? (1.42)
= |u|? — 10|ul|v| cos(m/3) + 25|v|? (1.43)
— 4 — 60 cos(/3) + 225 = 4 — 30 + 225 = 199 (1.44)

Alltsa: |u — 5v| = /199. Observera den dubbla produkten i (1.41).

a=b+c C

Figur 1.9: Cosinussatsen.

Exempel 1.4 (Cosinussatsen) En triangel har sidor med lingderna a, b, ¢ och vinkeln
mellan sidorna @ och b ér 0. Da giller

¢ = a® + b* — 2abcos(h) (1.45)

Bevis: Bilda vektorer a, b och ¢ lings de tre sidorna sd att a = b + c och a = |al,
b = |b|, c = |c| (se figur 1.9). Da fis

A =lcP=la-b*=(a—b)-(a—b)=a-a—2a-b+b-b (1.46)
= |a|* — 2a - b+ |b]* = a® 4+ b* — 2abcos() (1.47)
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V=V;+V;

V1 =PyVv u

Figur 1.10: Ortogonal uppdelning.

Exempel 1.5 (Uppdelning i ortogonala komposanter) Antag u # 0. Varje vektor v kan
delas upp i tva unika komposanter, v = v + v2, dér v; ar kolinjar med w och vy dr
ortogonal mot u. Komposanterna ir v; = P, (v) = (v - @)t och vy = v — Py (v),
dvs den ortogonal uppdelningen dr (se figur 1.10)

v = Pyu(v) + (v — Py(v)) (1.48)

Bevis: Att v; dr kolinjar med w betyder att v; = tu f6r nadgon skaldr ¢. Vi bestimmer ¢
sd att vg = v — tu blir ortogonal mot u, dvs

O=w—tu) u=v-u—tu-u=uv-u—tul? (1.49)
v-u .
|uf?
Alltsé:
v =tu = %u = (v-u)u = Py,(v) (1.51)

vy = v — Py (v) (1.52)

19
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1.4 Koordinatsystem

Vi infor nu ett koordinatsystem i rummet. Det bestér av tre axlar som &r parvis ortogonala
och som skir varandra i en punkt O, som kallas origo. Axlarna kallas x-, y- och z-axlarna. Pa
respektive axel placerar vi enhetsvektorer e, e,, e, som pekar ut fran origo och definierar en
positiv riktning till respektive axel. Dessa vektorer kallas basvektorer. Ett sidant koordinatsy-
stem med ortogonala och normerade basvektorer kallas Cartesiskt. Vi antar dessutom att det
utgor ett hogersystem, dvs z-axeln dr riktad i den riktning som en hogergangad skruv ror sig
da den vrids den kortaste vigen fran z-axeln till y-axeln. Alternativt kan vi séga att -, y- och
z-axlarna dr orienterade s som tumme, pekfinger respektive lingfinger pa hoger hand. Vi har
alltsa ett Cartesiskt hogersystem (se figur 1.11).

Figur 1.11: Cartesiskt hogersystem.

Att basvektorerna dr ortogonala och normerade, eller kortfattat ortonormerade, kan for-
muleras sd har:

€,-e,—¢€e,-e,=e,-e, =1 (normerade
T T Y Y z z ( ) (1.53)
e, e, =e, e, =e, e, =0 (ortogonala)

Vi ska nu dela upp en godtycklig vektor i komposanter lings basvektorerna. Att vektorer
kan uttryckas pé detta vis med precis tre basvektorer innebdr att rummet ér tre-dimensionellt.
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Figur 1.12: Uppdelning i komposanter.

Sats 1.4 (Uppdelning i komposanter) Varje vektor u kan skrivas
U = uze; + uyey + u e, (1.54)
dar skaldrerna u,, u,, u. ar unika. De ges av

Uy = U €p, Uy = U €y, Uy =U" €, (1.55)

\ J

Vektorerna u,e,, uyey, u.e; kallas komposanter medan talen (koefficienterna) u,, uy, u.
kallas komponenter.

Bevis. Vivisar forst att sddana tal finns. Lat u = O—x>4, dvs den riktade strackan fran origo till
ndgon punkt A (se figur 1.12). Dra sedan en rit linje genom A parallellt med z-axeln. Den
skir xy-planet i en punkt B. Genom B drar vi rita linjer parallella med z-axeln respektive
y-axeln som skir axlarna i punkter C respektive D. D4 har vi

w=0A=0C+CB+ BA (1.56)

—
Eftersom O?, C@, B A ir kolinjara med basvektorerna e, e, respektive e, sa finns tal u,,
Uy, U, sddana att
—
O? = Ugey, C@ =uye,, BA=u.e, (1.57)
och (1.54) foljer.

Genom parellforflyttning ser vi att komposanterna u, e, = OD och u 2€, = OF si attvi
har @ven den ortogonala uppdelningen

w=0A=0C+0D+O0F (1.58)
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Komponenterna u, u, och u, ir alltsa avstinden (med tecken) fran origo lings axlarna till
punkterna C, D respektive E.

For att visa att komponenterna dr unika antar vi att (1.54) galler. Vi bildar skalarprodukten
av (1.54) med e,:

U- € = Up€y - € + Uy€y - €5 +Us€; - €5 = Uy (1.59)
dar vi anviande att basvektorerna dr ortonormerade, (1.53). Alltsa: talet
Uy = U - €y (1.60)
ar den skaldra projektionen av u pa e,. Pa liknande sitt far vi
Uy =U-€y, Uy =U- €, (1.61)
Talen dr alltsa entydigt bestimda. O

Om vi har valt ett koordinatsystem s& dr det praktiskt att skriva vektorer med hjilp av
komponenter, dvs vi skriver kortfattat

U = (Ug, Uy, Uz) (1.62)

istallet for att skriva med komposanter u = u e, + uye, + u.e.. Skrivsittet (1.62) innebar
att vi identifierar vektorn med en taltrippel, (u;, uy, u,) € R3.1 senare kapitel ska vi arbeta
med vektorer i n dimensioner, dvs i R".

Vi ska nu se hur vi raknar med komponenter.

Sats 1.5 (Komponentvis rakning)

U+ v = (Ug, Uy, Uy) + (Vg, Uy, V) = (Ug + Vg, Uy + Uy, U + V) (1.63)
tu = t(ug, Uy, uz) = (tug, tuy, tu,) (1.64)
W o W = (Wi, Wy Uz < (Wi Wy W] = Wl = Wil = W0 (1.65)

] = [(thz, 1y, )] = (2 + 2 + 2 (1.66)

Bevis. Bevisen av (1.63) och (1.64) lamnas som 6vning at lasaren, se problem 1.9. For (1.65)
anvéinder vi rakneregler for skaldrprodukt och (1.53):

u-v = (Ugey + uyey + uze;) - (Vpey + vy ey + v.e;) (1.67)
= (uzez) - (Vz€z) + (uzez) - (vyey) + (ugey) - (v.er) + ... (1.68)
= UpUz(€y - €g) + UgVy(€y - €y) + ugv.(ey - €;) + ... (1.69)
= UgVp + UyVy + UV, (1.70)

For (1.66) anvinder vi |u| = /u - w och tar v = w i (1.65). O
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Exempel 1.6 (Rékning med komponenter) Litu = (1,2,3) och v = (—4,5,6). Vi har
da

lu| = vV1I+4+9=114, (1.71)
|v| = V16 + 25 + 36 = V77 (1.72)
u-v=—-4+10+18=24 (1.73)

Vinkeln ges d& av sambandet u - v = |u||v| cos(6):

cos(f) = wo 2 0 = arccos <A> (1.74)
ullv] V1477 V1078 '
Den normerade vektorn dr
.U 7(17273)7 1 2 3
b= v~ v v i) (1.75)
Projektionen av v pa u ges av
L (1,2,3)\ (1,2,3)
Pu(v) = (v-@)a = ((—4,5,6) - 1.76
() = (- @)= ((-45,6) “22) U (176)
24
=3(1L2.3) = (7.5, %7) (1.77)

For att ange laget for en punkt P bildar vi dess ortsvektor O? Efter uppdelning i kompo-
santer har vi (se figur 1.13)

O? = xe; +yey + ze, (1.78)

dér vi kallar komponenterna z, y, z. Dessa kallas koordinater f6r punkten P och vi skriver
kortfattat

P = (z,y,2) (1.79)

Koordinaterna for punkten P ar detsamma som komponenterna for ortsvektorn O_}% Vibeteck-
nar ofta ortsvektorn med r, dvs

r=0P = (x,y, 2) (1.80)

Exempel 1.7 (Rékning med koordinater) Lat P, = (z1,y1,21) och Po = (z2,y2, 22)
vara tva punkter. D4 giller

N
PPy = (z2—21,y2 — Y1, 22 — 21) (1.81)

och avstandet mellan P; och P; ges av

d=+/(z2 —21)2 + (y2 — y1)? + (22 — 21)? (1.82)
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“eP=(x,Y,2)

Figur 1.13: Ortsvektor och koordinater fér en punkt.

Bevis: Genom att ga via origo far vi

PP, = PO + 0Py = 0Py — OP, (1.83)

= (w2,¥2,22) — (w1,y1,21) = (T2 — 21,92 — Y1, 22 — 21) (1.84)

Avstindsformeln f6ljer nu direkt av d = | P; P>| och (1.66).

1.5 Kryssprodukt

Definition 1.8 (Kryssprodukt) Kryssprodukten w x v dr den vektor som definieras enty-
digt av sin lingd och riktning enligt f6ljande (se figur 1.14):

o Lingdenavu x v idr
lu x v| = |u||v|sin(0) (1.85)

dir 6 ir vinkeln mellan v och v.

o Vektorn u x v dr ortogonal mot bade w och v och riktad i den riktning som en
hogergiangad skruv ror sig da den vrids kortaste vagen fran w till v.

Till skillnad fran skaldrprodukten w - v, som ar en skaldr, ar kryssprodukten uw x v en
vektor. Den kallas darfor ocksa vektoriell produkt. Vi erinrar oss att w - v = 0 om u och v ar
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uxv

Figur 1.14: Kryssprodukt.

ortogonala, ty da dr cos(#) = 0. P4 liknande sitt ser vi frén (1.85) att om u och v 4r kolinjira
(parallella eller antiparallella), s 4r u x v = 0, ty d& &r sin(#) = 0. Till skillnad frén cos(6),
som byter tecken, dr sin(6) > 0 for 6 € [0, 7).

Vi noterar ocksd att vi behover alla tre dimensionerna for att definiera kryssprodukten.
Om, till exempel, bdde u och v ligger i xy-planet, sa blir u x v kolinjar med z-axeln, dvs den
ligger utanfor zy-planet.

4 )

Sats 1.6 (Rakneregler for kryssprodukt)

vXu=—(ux0v) (antikommutativitet) (1.86)
uxu=0 (1.87)

(tu) X v = t(u x v) = u X (tv) (distributiv lag) (1.88)
uX (V+w)=uxXv+uxw (distributiv lag) (1.89)

Bevis. Reglerna (1.86),(1.87), (1.88) foljer ldtt fran definition 1.8 och limnas som problem 1.11.
Beviset av distributiva lagen (1.89) édr krangligare och vi uteldmnar det. O

Sambandet (1.86) betyder att kommutativa lagen inte géller f6r kryssprodukten, istéllet ar
den antikommutativ. Inte heller associativa lagen giller, dvs i allmanhet har vi

(uxv)Xw#ux(vxXw) (1.90)

se problem 1.12.
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h = |v]|sin(6)

\9

Figur 1.15: Area av parallellogram.

Att cos(6) och sin(0) ingér i definitionerna av skaldrprodukt respektive kryssprodukt gor
att dessa kan anvindas i vissa trigonometriska berakningar. Vi visar detta i tva exempel som
handlar om area och volym.

Exempel 1.8 (Area av parallellogram) Antag att vektorerna u # 0, v # 0. Da spén-
ner de upp en parallellogram vars area ges av basen |u| ganger hojden |v|sin(6), dvs
|u||v] sin(6) (se figur 1.15). Arean ges alltsd av formeln

A=|u x| (1.91)

dvs lingden av kryssprodukten. Vektorn w x v dr ortogonal mot parallellogrammen;
den kallas dirfor normalvektor. Aven den motriktade vektorn —(u X v) = v X w dren
normalvektor.

Exempel 1.9 (Volym av parallellepiped) Antag att vektorerna u # 0, v # 0, w # 0. Da
spanner de upp en parallellepiped vars volym ges av basytan ganger hojden, V' = hA.
Vi later A vara arean av parallellogrammen som spanns upp av v och w, dvs

A=|vxuw| (1.92)

Vektorn v x w ar ortogonal mot basytan och bildar en vinkel § med vektorn . Om
vinkeln dr spetsig, dvs cos(6) > 0 (se figur 1.16), s& ar hojden den skaldra projektionen
avu pav X w,

h = |u| cos(0) (1.93)

och volymen blir
V =ullv x w|cos(0) =u - (v X w) (1.94)
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Figur 1.16: Volym av parallellepiped. Hir dr cos(6) > 0 och h = |u] cos().

Figur 1.17: Volym av parallellepiped. Hir dr cos(6) < 0 och h = —|u] cos(6).
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Om vinkeln ér trubbig, dvs cos(€) < 0 (se figur 1.17), s blir héjden h = —|u| cos(0)
och volymen
V = —|ul|v x w|cos(f) = —u - (v X w) (1.95)

Vi drar slutsatsen att volymen i bada fallen ges av absolutbeloppet av u - (v X w),
V=lu(vxuw) (1.96)

Anledningen till att absolutbelopp behovs ér alltsa att vi kan raka ta vektorerna i “fel
ordning” sa att w och v x w bildar trubbig vinkel. Eftersom volymen inte &r negativ,
rattar vi till felet genom att ta absolutbelopp.

Produkten u - (v x w) kallas skaldr trippelprodukt och har intressanta egenskaper men vi
foljer inte upp detta har.
Det dr nodvindigt att kunna dela upp kryssprodukten i komposanter.

Sats 1.7 (Komposantuppdelning av kryssprodukten) Antag att e, €,, e, ér basvektorer
i ett Cartesiskt hogersystem. Dé giller

U XV = (Uyl; — UUy)eg + (UzUp — UgVy)ey + (UgVy — UyVs)e, (1.97)

Bevis. Med hjilp av distributiva lagen och sambanden v X u = —(u X v), u X u = 0 frdn
sats 1.6 far vi

U X v = (uzey + uye, +uze;) X (vye, +vyey +v.e;) (1.98)
= UpUg(€er X €5) + upvy(ey X €y) + uzv.(e; X e;) (1.99)

+ uyvg(ey X e;) + uyvy(ey x ey) + uyv.(ey x e;) (1.100)
+uvg(e; X eg) + u vy (e, X ey) +uv.(e; x e;) (1.101)

= (uyvs — uvy)(ey X €;) + (Uzvy — ugv,)(e, X ey) (1.102)

+ (upvy — Uyvy)(€x X €y) (1.103)

Eftersom vi har ett hogersystem, sa giller
ey X €, =€, €, X € =€y, e, Xe =e, (1.104)
och beviset ér klart. 0

For att lattare komma ihag sambandet (1.97) infor vi ett rakneschema som kallas determi-

o . . a . .
nant. En tvaradig determinant tecknas . och definieras enligt

d

‘ = ad — be (1.105)
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En treradig determinant tecknas och definieras

b
Z e ;:aZ fb‘d f+c’d Z (1.106)
g h o j J g J g
=a(ej — fh) — b(dj — fg) + c(dh — eg) (1.107)

Notera hur den treradiga determinanten utvecklas i en summa av tre tviradiga underdeter-
minanter multiplicerade med talen fran forsta raden med alternerande tecken. Underdeter-
minanterna fas genom att stryka den rad och den kolumn som mots i respektive tal. Strecken
som anvands i determinantens beteckning kallas determinantstreck och ska inte forvixlas med
absolutbelopp eller langd. Vi ska studera determinanter mer utforligt i sektion 3.3.

Om vi sdtter in basvektorerna i forsta raden och komponenterna fér w och v i andra
respektive tredje raden, sa far vi

e, e, e
A Uy Uy Uy Uy Up Uy
Up Uy Uy| = z — e, + e, (1.108)
o o w vy U, Vp  Us Uy Uy
T y z
= (uyv; — Uzvy) ey — (UgVy — ULV ) ey + (UpVy — UyUy) e, (1.109)

Detta ar detsamma som (1.97). Alltsa:

e; €y e,
UXV= Uy Uy Uy (1.110)

Exempel 1.10 (Area av triangel) De tre punkterna O = (0,0,0), A = (1,1,1), B =
(1,2,3) dr horn i en triangel. Vi berdknar dess area.

|
Triangeln spanns upp av vektorerna u = OA = (1,1,1),v = OB = (1,2,3). Dess
area dr hilften av arean av motsvarande parallellogram. Enligt (1.91) har vi da

A:%]uxv\ (1.111)

och enlig (1.110)

e;: € e,
uxv=|1 1 1|=(1,-21) (1.112)
1 2 3

Arean dr A = %\/12 +(=2)2+12= %\/{3
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Exempel 1.11 (Volym av tetraeder) De fyra punkterna ar O = (0,0,0), A = (3, —1,2),
B = (4,0,5),C = (1,3,2) 4r horn i en tetraeder. Vi berdknar dess volym.

Tetraedern spianns upp av vektorernau = OA = (3,-1,2),v = OB = (4,0,5), w =
OC = (1, 3,2). Dess volym ér en sjdttedel av volymen av motsvarande parallellepiped,
se @ven problem 1.13. Enligt (1.96) har vi da

V=2l (wxw) (1.113)

och enlig (1.110) (se dven problem 1.14)

e: e, e,

vxw=|4 0 5|=(-15-3,12) (1.114)
1 3 2
u-(vxw)=(3-1,2) (-15,-3,12) = —18 (1.115)

Volymen ar V = | — 18| = 3.

1.6 Ratalinjen och planet

Vi ska nu bestimma ekvationer for réta linjen och planet. Vi anvinder ett Cartesiskt hogersy-
stem (O, z,y, 2).

En rdt linje L i rummet bestdms entydigt av en punkt Py = (x0, Yo, 20) pa linjen och en
riktningsvektor v = (v, vy, v;) som pekar ut linjens riktning (se figur 1.18). (Obs att v # 0
annars har vi ingen riktning.) En punkt P = (x,y, 2) ligger pa linjen om och endast om
vektorn ﬁ ar kolinjar (parallell eller antiparallell) med v, dvs om det finns ett tal ¢ sa att
]30? = tv. Men f"o? = r—10, ddr r och r( dr punkternas ortsvektorer. Alltsd har vir —rg =
tv, dvs

r=rgt+tv, teR (1.116)

eller med koordinater
T = xg + tvug,
y=1yo +tvy, teR (1.117)
z = 29 + tu,,

Ekvationerna (1.116) och (1.117) kallas rdta linjens ekvationer pa parameterform skrivna pa
vektorform respektive koordinatform. Nér parametern ¢ genomloper intervallet (—oo, 0o)
genomloper punkten P den rita linjen.
Genom att eliminera parametern ¢ ur (1.117) far vi rdta linjens ekvationer pa parameterfri
form

L—To Y—Y _ 22— %0 (:t)
Vg vy Uy

(1.118)
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Po = (X0, Y0, 20)

P=(x,y, 2)

Figur 1.18: En rit linje L bestdms av en punkt P och en vektor v.

forutsatt att alla komponenter v, vy, v, dr skilda frain 0. Om en av dem ir 0, till exempel
v, = 0, sa far vi istallet

_ L 2=2 (1.119)

Exempel 1.12 (Rata linjen genom tva punkter) Vi bestimmer ekvationer fér den rita lin-
jen som gar genom punkterna A = (1,2,3) och B = (3,2, 1).

Vi viljer Py = A och en riktningsvektor v = AB = (3,2,1) - (1,2,3) = (2,0, —-2).
Vi far

r =142t
y=2, teR (1.120)
z=3—2t,
Efter elimination av ¢: ] 5
T — z—
5 —5 Y (1.121)

Obs att den andra punkten B = (3,2, 1) svarar mot ¢t = 11 (1.120).

Tva godtyckliga rdta linjer skdr normalt inte varandra. Men det kan intrdffa och i sa fall
skir de varandra i en unik punkt, som f6ljande exempel visar.
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Exempel 1.13 (Skarning mellan tva rata linjer) Vi visar att de rdta linjerna

1 -3 -1
x:y—lzzg och x2 :%22—2 (1.122)
skér varandra och bestimmer skarningspunkten.
Vi skriver linjerna pa parameterform:
r=t =3+ 2s
y=1+1t y=1—s (1.123)
z=—-1+2¢ z2=2+s

Obs att vi anviander olika parametrar s och ¢. Vi likstéller z, y, z-koordinaterna och far
ekvationssystemet

t=342s
l+t=1—3s (1.124)
—14+2t=2+s
Vihar 3 ekvationer i 2 obekanta s och £. Det dr inte sjdlvklart att det finns ndgon 16sning.
Viundersoker. Den andra ekvationen gert = —s, vilket sittes in i den forsta ekvationen:
—s =3+ 2sochvifairs = —1 och sedant = —s = 1. Dessa méste uppfylla dven
den tredje ekvationen. Vi sitterin: —1 +2t = —1+2 =10och2+s=2-1=1,
vilket stimmer. Vi har en unik 16sning: ¢ = 1, s = —1. Med dessa parametervérden far

viz =1,y = 2, z = 1, dvs skdrningspunkten P = (1,2, 1).
I ndsta kapitel ska vi ldra oss en systematisk metod for att undersoka losbarheten for
sadana ekvationssystem.

Det dr viktigt att kdnna igen den réta linjens ekvationer (1.116), (1.117) och (1.118). Ekva-
tionerna kan ta lite olika form genom omskrivning. Till exempel dr % och v inte unika. I
(1.120) och (1.121) identifierar vi genast en punkt pa linjen Py = (1,2, 3) och en riktnings-
vektor v = (2,0, —2). Men, till exempel, Py = (5,2,—1) och v = (—4,0,4) kan ocksa
anviandas och ekvationerna blir da

x=>5—4t,
y =2, teR (1.125)
z=—1+44t,

Vi gar nu 6ver till planet. Ett plan bestdms entydigt av en punkt Py = (o, Yo, 20) i planet
och en normalvektor N = (N, Ny, N.) som &r ortogonal mot planet (se figur 1.19). En

punkt P = (z,y, ) r i planet om och endast om vektorn r — ry = Py P idr ortogonal mot
normalvektorn IN. Detta ger ekvationen

N-(r—mry) =0 (1.126)

Uttryckt i komponenter blir detta:
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Figur 1.19: Ett plan II bestims av en punkt Py och en normalvektor IN.

Na(x — 20) + Ny(y — yo) + Nz(z — 20) =0 (1.127)
Denna ekvation kan ocksé skrivas pa formen
Ar+By+Cz=2D (1.128)

dir A= N,;, B= N, C = N,,D = Nyxo + Nyyo + N, 2.

Det ar viktigt att kunna kdnna igen planets ekvation (1.127) eller (1.128). Till exempel, om
vi ser en ekvation pé formen (1.128), sa forstar vi genast att detta ar ekvationen for ett plan
med normalvektor N = (A, B, C) och som gér genom punkten Py, som vi fir genom att
valja tva av zg, yo, 2o och rakna ut den tredje ur (1.128).

Ett satt att hitta en normalvektor till planet 4r att ta tvd vektorer u, v som &r parallella med
planet och bilda N = u x v. Det dr nodvindigt att w och v inte dr kolinjdra, for da blir ju
u X v = 0. Sedan kan vi skriva planets ekvation enligt ovan (se figur 1.20).

Ett annat sétt att beskriva planet r att notera att en punkt med ortsvektor r dr i planet om
och endast om r — rq ér parallell med planet, dvs r — rg = su + tv med u, v som ovan och
med parametrar s, ¢ € R. Detta dr planets ekvation pd parameterform:

r=ry+su+tv, s,teR (1.129)

eller
T = Tg + Sug + tug,

Y =1yo+ suy +1tvy, s,teR (1.130)

z = 20+ su, + tv,,
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Figur 1.20: Ett plan II bestims av en punkt Py och tvé vektorer u och v som ar parallella med
planet.

Exempel 1.14 (Plan genom tre punkter) Vi bestimmer en ekvation for planet som gar
genom punkterna A = (1,1,1), B = (1,2,3),C = (—1,2,1).

Vektorerna
w=AB=(1,2,3) - (1,1,1) = (0,1,2) (1.131)
v=AC = (-1,2,1) — (1,1,1) = (-2, 1,0) (1.132)

ar parallella med planet och vektorn IN = w X v dr en normalvektor. Vi beraknar den
med determinantformeln (1.110):

N=uxv=|0 1 2|=-.=(-2-4,2) (1.133)

Med Py = A = (1,1, 1) kan vi nu skriva ned planets ekvation
—2x—-1)—4(y—1)+2(z—1)=0 (1.134)

A andra sidan, om vi ser denna ekvation kidnner vi igen ekvationen for ett plan och vi kan
genast avldsa en normalvektor N = (—2, —4,2) och en punkt i planet Py = (1,1,1).
Eventuellt kan vi vilja férenkla till

r+2y—z=2 (1.135)

Ur denna ekvation kan vi direkt avldsa att N; = (1,2, —1) 4r en normalvektor. Denna
ar antiparallell med IV, ty N; = —2NN, och vi inser att planets normalvektor &r inte
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unik. En punkt i planet skulle vi kunna finna genom att sittain x = y = 0i(1.135) och
rikna ut z = —2. Alltsé ar P, = (0,0, —2) en punkt i planet (i tilldgg till de punkter vi
startade med).

Planets ekvation pa parameterform, (1.129), ar

r=(1,1,1)+s(0,1,2) + t(—2,1,0), s,teR (1.136)
eller
r=1-—2t,
y=14+s+t, s,teR (1.137)
z =1+ 2s,

Obs att punkten B = (1,2,3) svarar mot s = 1,¢t = 0 och C' = (—1,2,1) fas for
s=0,t=1.

35
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Ovningar

1.1 Geometriska vektorer

Ovning 1.1 Illustrera med en figur.

(a) AB = OD (b),@;&C () AA (d) BA=-AB

1.2 Vektoralgebra

Ovning 1.2 Illustrera vektorerna med vektordiagram som i figur 1.2 och figur 1.3.
@u+2v Gut+v+w (©Qu—-v (dDutv—(u+v)=0

1.3 Skaldrprodukt, ortogonalitet och projektion
Ovning 1.3 Vektorerna w och v har lingderna 2 respektive 3 och bildar vinkeln 6.

Berikna langden av vektorn u — 5v.
@f=7n/6 bd)b=n/2 (f==n/4 DO=7

Ovning 1.4 Vektorerna w och v har lingderna 2 respektive 3 och bildar vinkeln 6.
Berikna skaldra projektionen och vektorprojektionen av v pa u.

@O0=r/6 b)o=1/2 ()0=n/4 DO=r

Ovning 1.5 Vektorerna u, v och u+ v har lingderna 3, 4 respektive 2. Berikna vinkeln
mellan u och v.

1.4 Koordinatsystem

Ovning 1.6 Latu = (—1,2,3),v = (2,1,—2) och w = (4,5, 6). Berikna foljande.
@Qu+2v BGutv+w CWQu—v (d)o
Ovning 1.7 Berdkna vinkeln mellan v och 2v —u,ddu = (2, —3,4) ochv = (3,4, 0).

Ovning 1.8 Bestim ¢ si att vektorerna (¢, 2t, 3t) och (—1, 1, ) blir ortogonala.

Ovning 1.9 Normera vektorn.

@ (1,1L,1) (1)(0,0,0) (©(-1,1,-1) @ (5 75 75)

5\
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Ovning 1.10 Latw = (—1,2,3) ochv = (2,1, —-2).
(a) Berikna lingderna av vektorerna.

(b) Berdkna skaldrprodukten mellan vektorerna.

(c) Beriakna vinkeln mellan vektorerna.

(d) Beridkna vektorprojektionen av v pa u.

Ovning 1.11  Dela upp vektorn u i ortogonala komponenter dir den ena dr parallell/an-
tiparallell med v = (1,1, 1).
(@Qu = (07]-)1) b)u= (17170)

Ovning 1.12 Berikna vinkeln vid hornet A i triangeln med hérnen A = (2, —1, 3),
B=(31,1),C = (4,3,2).

Ovning 1.13  Avgér om vinkeln mellan vektorerna ér rit, trubbig eller spetsig.

(@u=(2-1,3),v=(3,41)
(b)u = (2,4,1),v = (-3,2,-2)
(©u=1(2,0,3),v=(-2,5,1)
(d)u=(1,t,2),v=(—4t2,3)

1.5 Kryssprodukt

Ovning 1.14 Antagatt |u| = 3, |v| = 4 och att vinkeln mellan vektorerna ér 6. Berikna
lingden avu x v.

@f=0 M®HO=7n/6 (©©O0=7/2 (dO=n

Ovning 1.15 Berikna arean av triangeln med hornen i punkterna A, B, C.
(@ A=(1,3,2),B=(0,—-1,1),C =(2,—-1,2)
(b)A=(1,2,3),B=(2,-3,1),C =(3,1,2)

Ovning 1.16 Berikna volymen av tetraedern med hornen A = (2,2,1), B = (4,2,1),
C = (3,5,1), D = (3,3,2). Tips: problem 1.13.

Ovning 1.17 Bestim alla enhetsvektorer N som ir ortogonala mot u och v.
(@u=(1,-3,2),v=(2,1,-3) bu=(21,3),v=(-1,21)

Ovning 1.18 En kraft F angriper i punkten P. Kraftens vridmoment kring punkten A
ar M = 1@ x F'. Berdkna vridmomentet.
F=(4,1,-3) N],P = (2,-3,1), A = (0,1,2) [m]
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1.6 Rita linjen och planet

Ovning 1.19 Bestdm ekvationen for den rita linjen som gar genom punkterna A och B.
Skriv ekvationen dels pa parameterform (1.116) och dels pa parameterfri form (1.117).
@ A=(1,3,2),B=(0,—-1,1) (b)A=(1,2,3),B=(2-3,1)
(©)A=(2,23),B=(2-31)

Ovning 1.20 Bestdm de punkter pa rita linjen i 6vning 1.19 som ligger pa avstandet 1
fran punkten A.

Ovning 1.21 Skriv z-axelns ekvation pa parameterform.

Ovning 1.22 Ange en riktningsvektor och en punkt pé den rita linjen.

rz—1 z+3
= —2:
(@) — Y —
= 2,
(b) < y =2 — bt, —o00<t<oo
z = —3 + 4t,

2xr=y+1=3-3z

Ovning 1.23 Berikna avstdndet mellan punkten (1,3,2) och linjen z — 1 = Lj) =

ZEQ. Tips: problem 1.15.

Ovning 1.24 Bestdm en punkt i planet och en normalvektor till planet.
@5(z+1)—2y—3)+2=0 B)x+2y+32=6
©Qz/3—y/d+2=0 (d1llz—4y—2=6

Ovning 1.25 Bestim ekvationen for planet genom punkterna (1,1,1), (2,3,4),
(0,-2,2).

Ovning 1.26 Finn skidrningspunkten mellan planet x — y + 2z = 4 och den rita linjen
genom punkterna (2, 1, 3) och (4,5, 7).
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Problem

1.1 Geometriska vektorer

Problem 1.1 Hitta fler exempel pa fysiska vektorer som i exempel 1.1.

1.2 Vektoralgebra

Problem 1.2 Bevisa sats 1.2

Problem 1.3 Visa att diagonalerna i en parallellogram skir varandra mitt itu.

Problem 1.4 En median i en triangel 4r en stricka som forbinder ett horn med mitt-
punkten pd motstdende sida. Visa att medianerna skir varandra i en punkt som delar
medianerna i forhéllandet 1:2. Punkten kallas triangelns tyngdpunkt.

1.3 Skaldrprodukt, ortogonalitet och projektion

Problem 1.5 Bevisa Pythagoras sats med hjilp av vektorer.
Problem 1.6 Bevisaattu - v = (lu+ v|*> — [u — v|?).
Problem 1.7 Antagattu - v = u - w. Foljer det att v = w? Ge bevis eller motexempel.

Problem 1.8 Visa med vektorer att sidorna i en liksidig triangel bildar vinkeln 7 /3.

1.4 Koordinatsystem
Problem 1.9 Bevisa (1.63) och (1.64).
Problem 1.10 Kraften F' = (3, —4, 2) N verkar pa en kropp som rér sig frén punkten

A = (-1, 3,2) m till punkten B. Hur mycket édndras kroppens rorelseenergi?
() B=(1,4,5) (b)B=(-3,2,3) (c)B=(0,5,3)

1.5 Kryssprodukt

Problem 1.11 Bevisa (1.86), (1.87), (1.88) i sats 1.6.

Problem 1.12 Bevisa (1.90). Tips: lat w # 0, v # 0 och lat w # 0 vara ortogonal mot
u.
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Problem 1.13 Bevisaformeln V' = }|u-(v X w)| for volymen av tetraedern som spanns
upp av vektorerna u, v, w.

Problem 1.14 Visa att

u-(vxXw)= vy vy U, (1.138)

Tips: anvind (1.110).

1.6 Rdta linjen och planet

Problem 1.15 Visa att avstandet fran punkten P till den rita linjen genom punkten Fy
med riktningsvektorn v ar
_ [RP x v

d
[v]

(1.139)

. . .. o . -3 y—1 __ -2
Problem 1.16 Visa att de rita linjernax =y — 1 = (2 + 1)/2 och %52 = £ = &

skar varandra och berikna vinkeln mellan dem.

Problem 1.17 En ljusstrale med riktningsvektorn (1, 2, 2) reflekteras i planet 3z + 4y +
z = 0. Bestdm en riktningsvektor fér den reflekterade strilen.

Datordvningar

Datorévning 1.1 I MATLAB skrivs vektorer antingen som radmatriser v=[1,2, 3] eller
som kolonnmatriser v=[1;2;3]. Kolonnformen rekommenderas med tanke pa hur
vi kommer att skriva senare i boken. Gor 6vning 1.6 och 1.10 med MaTLAB. Tips: I
MATLAB berdknar vi ldtt skalarprodukt med u'*v om vektorerna ar pa kolonnform.
Prova ocksé att anvinda funktionen dot ().

Datorévning 1.2 Skriv en funktion som berdknar skaldrprodukt utan att anvinda
dot (). Den ska ha deklarationen function s=skalarprodukt (u,v).

Datordvning 1.3 Skriv en funktion som beraknar den skaldra projektionen av en vektor
v langs vektorn u. Den ska ha deklarationen function s=sproj(u,v).
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Datorévning 1.4 Skriv en funktion som beriknar vektorprojektionen av en vektor v
lings vektorn u. Den ska ha deklarationen function w=proj(u,v).

Datorévning 1.5 Skriv en funktion som berdknar kryssprodukten utan att anvinda
cross. Den ska ha deklarationen function w=kryss(u,v). Testa med nigra exem-
pel och jamfor med cross ().

Datorévning 1.6 Skriv en funktion som testar om tvé vektorer 4r ortogonala. Den ska
ha deklarationen function a=ortotest(u,v),dir a ir en boolesk variabel a=0 eller
a=1 om falskt eller sant. Tips: skaldrprodukt och cos(#) = 0 om vektorerna ar ortogo-
nala. Testa med nagra exempel.

Datorévning 1.7 Skriv en funktion som testar om tva vektorer &r parallella eller antipa-
rallella. Den ska ha deklarationen function a=paratest(u,v), ddr a dr en boolesk
variabel a=0 eller a=1 om falskt eller sant. Tips: kryssprodukt och sin(#) = 0 om vek-
torerna dr parallella eller antiparallella. Testa med nagra exempel.

Datorévning 1.8 Lat v=[1;-2;4]. Vad blir length(v), size(v), abs(v), norm(v)
och sqrt(v'*v)? Vad gor funktionerna length(), size(), abs() respektive
norm()?

Datorévning 1.9 Ortogonal uppdelning. Skriv en funktion som delar upp vektorn v
som v=v1+v2, dir v2 och v2 dr ortogonala och v1 &r parallell med vektorn u. Funk-
tionen ska ha deklarationen function [v1,v2]=ortodekomposition(u,v). Testa
med 6vning 1.11.

Datorévning 1.10 Area av triangel. Skriv en funktion som berédknar arean av triangeln
med hornen i punkterna A, B, C'. Deklaration function a=triangelarea(A,B,C).
Testa med 6vning 1.15.
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2. Linjara ekvationssystem

Gauss eliminationsmetod
Vektorekvation och matrisekvation
Losningsmangden

Linjart oberoende

Linjar funktion

Vi loser linjdra ekvationssystem med Gauss eliminationsmetod.

2.1  Gauss eliminationsmetod

En linjdr ekvation i n variabler 1, 2, . . ., x,, har formen
a1z1 +agxe + -+ apxy =05 (2.1)
Talen ay, asg, . .., an, b kallas koefficienter och dr givna. Vinsterledet 4r en linjir kombination

av variablerna; ddrav beteckningen linjir ekvation. Ett linjdrt ekvationssystem ar en uppsitt-
ning av m linjéra ekvationer:

a1171 + a12x2 + - + a1pxy = by

(2.2)
Am1T1 + AmaT2 + *+ + ApnTn = by
Exempel 2.1 (Linjart ekvationssystem) I detta exempel har vim = 2,n = 3.
—3x1 + 29 — 51’3 =7
2 (2.3)
x1 +8xz3 =4
Viért mal dr att 16sa linjédra ekvationssystem, dvs att finna virden pé variablerna zy, ..., ),

som uppfyller alla ekvationerna samtidigt. Med tv4 eller tre variabler kan vi resonera geomet-
riskt som i foljande exempel.
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Exempel 2.2 (Geometrisk tolkning av linjart ekvationssystem) Vi erinrar oss frin
avsnitt 1.6 att
ax +by+cz=d (2.4)

ar ekvationen for ett plan i rummet. Att 16sa ett system av sddana ekvationer innebar att
soka skdrningen mellan flera plan. Till exempel, tva plan kan skira varandra lings en
rit linje (odndligt manga 16sningar) eller inte alls om de ar parallella (ingen 16sning).
Om tre plan skir varandra sé dr skdrningen en rét linje (odndligt ménga 16sningar) eller
en enda punkt (unik 16sning).

En linjér ekvation i tva variabler,
ax +by =c (2.5)

ar ekvationen for en rat linje i planet. Ekvationssystemet

lr —1y =0 (26)
Oz +1y =1 '

betyder de tva rita linjerna y = x och y = 1, som skir varandra i punkten (1, 1), dvs
vi har en unik 16sning = = 1, y = 1. Pa liknande sitt ser vi att ekvationssystemet

{x—yzO (2.7)
=7 = =l

betyder de parallellalinjerna y = z ochy = x+1, som inte skér varandra, dvs systemet
har ingen l6sning. Ekvationerna

—y=0
{x Y (2.8)
—rz+y=20

beskriver bdda samma rita linje y = z, dvs odndligt ménga losningar namligen alla
z,y medy = x.

Dessa exempel visar att ett linjart ekvationssystem kan ha ingen ldsning, unik losning
eller odndligt mdnga losningar. Vi ska se att detta giller for linjara ekvationssystem i
allménhet.

Definition 2.1 (Konsistent ekvationssystem) Ett linjart ekvationssystem (2.2) kallas kon-
sistent om det har nadgon 16sning, annars inkonsistent. Losningsmdngden dr mangden av
alla losningar, dvs alla © = (21, ..., x,) € R" som uppfyller ekvationssystemet.

Vi ska nu presentera en losningsmetod for linjara ekvationssystem som ér systematisk (dvs
en algoritm) och som transformerar systemet till en standardform, reducerad trappstegsform,
som avslojar losningsméngden. Vi beskriver metoden forst genom ett rikneexempel.
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Exempel 2.3 (Gauss eliminationsmetod) Vi loser det linjara ekvationssystemet

4$2 —4$3 = 2
2x17 —2x9 —2x3 = 8 j (2.9)
r1 432 —3r3 = 2

Gauss eliminationsmetod gér ut pa att systematiskt eliminera variablerna ur ekvatio-
nerna. For att kunna starta méste vi ha en term med 21 i den forsta ekvationen. Darfor
liter vi den forsta och den sista ekvationen byta plats, s& som pilarna markerar. Vi far

2.’E1 —2332 —2:63 = (2.10)

r1 +3z0 —3r3 = 2 —2
8 JJr
4.%‘2 —41‘3 =)

For att eliminera z ur ekvation 2 multiplicerar vi ekvation 1 med —2 och adderar resul-
tatet till ekvation 2. Notera hur vi markerar denna operation med en pil. Variabeln z;
forekommer ej i ekvation 3 och behover darfor inte elimineras. Resultatet blir

r1 +3x9 —3r3 = 2
—8xy +4x3 = 4 1 (2.11)
4y —4dxz = 2 J+

Vi ska senare bevisa att ekvationssystemen (2.9) och (2.11) &r ekvivalenta i den
meningen att de har samma l6sningsméngd (sats 2.1). Vi fortsitter genom att anvianda
ekvation 2 fOr att eliminera x5 ur ekvation 3 med den markerade operationen. Vi far

r1 +3x2 —3r3 = 2
—8xy +4x3 = 4 (2.12)
*2$3 = 4

Vi har nu eliminerat 1 ur ekvation 2 och 3 och x5 ur ekvation 3. Detta kallas framat-
elimination. Ekvationssystemet har trappstegsform och kan l6sas enkelt: vi ser genast
frdn ekvation 3 att x3 = —2, insittning i ekvation 2 ger sedan 9 = —3/2 och med
kidnda viarden pé x2 och x3 ger ekvation 1 till sist z; = 1/2. Detta forfarande kallas
bakatsubstitution.

Vi nojer oss inte med detta utan fortsitter genom att eliminera bakat. Vi eliminerar x3
ur ekvation 1 och 2:

1 +3r9 —3x3 2 +
—8xy +4x3 = 4 j j+ (2.13)
—2:E3 = 4 —% 2
Vi far
r1 +3xo = —4 +
—8x9 = 12 3 (2.14)

—2x3 = 4
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vilket leder till

N[ =

I =
—8.CC2

12 | — (2.15)
4| -

N[00 —

—21’3 =

Slutligen multiplicerar vi ekvation 2 och 3 med —1/8 respektive —1/2 for att f4 den
utlovade standardformen:

T = -3 (2.16)

Vi avldser nu enkelt att vi har en unik l6sning: 1 = 1/2, 9 = —3/2, 23 = —2.
Losningsmingden bestér av en enda punkt (1/2, —3/2, —2).

Viinser att det dr onodigt att skriva ut variablerna i ovanstaende rdkningar; det racker att
ange vilka operationer som gors pa koefficienterna i ekvationssystemet. Vi erinrar oss forst
begreppet matris.

Definition 2.2 (Matris) En matris A av typ m X n ér ett rektanguldrt schema av reella tal
ordnade i m rader och n kolonner. Vi skriver A € R™*" och

aix -+ Qln a1k

aGm1 - Qmn Amk

Talen a;y, kallas matriselement och a;, ar matrisens kolonner.

En matris v € RY™ = R™ avtyp 1 x n bestar av en enda rad och kallas radvektor. En
matris v € R™! = R"™ av typ n x 1 bestar av en enda kolonn och kallas kolonnvektor.

Obs att R™ kan beteckna béde rad- och kolonnvektorer i sammanhang dér det inte &r vik-
tigt vilken typ av vektor det 4r. Vi ska mestadels tinka pd R” som kolonnvektorer. Vi upprepar
nu vart rakneexempel med matrisbeteckningar.

Exempel 2.4 (Gauss eliminationsmetod p& matrisform) Vi loser det linjéira ekvationssy-

stemet
41’2 —4%’3 =3
2(131 —2.732 —2.%3 = 8 (2.18)
r1 +3r2 —3x3 = 2
Vi bildar koefficientmatrisen och hogerledsvektorn
0 4 -4 2
A=12 —2 —2| eR®3 bp=[8] eR¥>*! (2.19)

1 3 -3 2
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och totalmatrisen

0 4 —4 2
[A b]=]2 -2 -2 8| eR¥ (2.20)
1 3 -3 2

Rékningarna frén forra exemplet kan nu skrivas pa kompakt form som operationer pa
totalmatrisen:

0 4 -4 2 1 3 -3 2 -2
2 -2 -2 8 ~ |2 -2 -2 8 J+ (2.21)
1 3 -3 2 0 4 -4 2
[1 3 -3 2 1 3 -3 2 +
~ [0 -8 4 4 1 ~l0 -8 4 4 ] + (2.22)
0 —4 2 ]+ 0 0 -2 4 -3 j2
1 0 —4 j+ 1 0 0 3
~ 0 -8 0 12 § ~0 =8 0 12} | - % (2.23)
0o 0 -2 4 0 0 -2 4] |-1
100 1
~10 10 -2 (2.24)
0 0 1 —2

Den sista matrisen &r totalmatrisen for ekvationssystemet

1 = %
Tg = —% (2.25)
r3 = —2

vars l6sning dr uppenbar.

Vi har anvént radoperationer av tre slag.

Definition 2.3 (Elementéra radoperationer) En matris kan transformeras till en annan
matris genom en av foljande tre elementéra radoperationer.

1. Addera en multipel av en rad till en annan rad.
2. Multiplicera en rad med en konstant som inte ar O (skalning).

3. Lat tva rader byta plats (permutation).

Det ar klart att elementéra radoperationer dr inverterbara, dvs vi kan transformera tillbaka
med samma typ av radoperation.
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Definition 2.4 (Radekvivalens) Tva matriser A och B ir radekvivalenta om de kan trans-
formeras till varandra genom elementira radoperationer. Vi skriver A ~ B.

Sats 2.1 (Radekvivalens bevarar 16sningsmangd) Om totalmatriserna for tvd linjira
ekvationssystem &r radekvivalenta, sa har de tva systemen samma l9sningsméangd.

Bevis. Det dr klart att radoperationer av typ 2 och 3 inte dndrar l6sningsméngden. For rado-

peration av typ 1 resonerar vi sa hér. Antag att x1, ..., x, 10ser de tvd ekvationerna
aix1+---+apx, —b=0 a
{C1$1+"'+Cn:cn—d:0 + (2.26)
Efter radoperation av typ 1 fir vi det transformerade systemet
a1xy+ -+ apT, —b=10 (2.27)
(cix1 + -+ eprp —d) + a(ayzy + -+ - + apxy, —b) =0 '

Eftersom (2.26) innebdr att de tva parenteserna ér lika med 0, sa ser vi att det transformerade
systemet ocksa ir uppfyllt. A andra sidan: om det transformerade ekvationssystemet ar upp-
fyllt, sd kan vi transformera tillbaka med en transformation av typ 1 (multiplicera rad 1 med
—a och addera till rad 2) och vi konstaterar att det ursprungliga systemet ar uppfyllt. O

Vi gor ett rakneexempel till.

Exempel 2.5 (Gauss eliminationsmetod) Vi loser det linjara ekvationssystemet

21 —3x9 4223 = 1
zy —4xz = 8 (2.28)
4r1 —8xry +12z3 = 1
Vi gor framételemination pa matrisform:
2 -3 2 1 -2 2 -3 2 1
0 1 -4 8 1 ~l0 1 -4 8 2 (2.29)
4 -8 12 1 + 0 -2 8 -1 ]4—
2 3 2 1
~10 1 -4 8 (2.30)
0 0 0 15

Har ér den tredje ekvationen Ox; + Ox2 + Ozz = 15. Det betyder att det finns ingen
16sning, dvs ekvationssystemet (2.28) édr inkonsistent.
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Om vi dndrar den tredje ekvationen i (2.28) till 4oy — 8z + 1223 = —14, sa far vi
istéllet
2r1 —3x9 +2x3 = 1
9 —4x3 = 8 (2.31)
4r1 —8xry +12z3 = —14
och
2 -3 2 1 2 2 -3 2 117 |3
0 1 -4 8 1 ~ 10 1 -4 8 2 (2.32)
4 -8 12 -—-14 + 0 -2 8 -—-16 3+
3 1 25
L == 1 3 j+ 10 -5 %
~10 1 -4 8 S ~|01 -4 8 (2.33)
0 0 0 0 00 0 O
Det resulterande ekvationssystemet ar
e —5%3 = %
2.34
{ €T —4.%‘3 = 8 ( )
Det ér konsistent for vi kan viélja x3 fritt och sedan l6sa ut z1, z2:
25
1 = F+9x3 535
{.%2 = 8443 (2.35)

Vi har alltsé oandligt manga 16sningar. Vi sager att variabeln x3 dr fri medan variablerna
x1, T2 dr bundna. Med x3 = t, dir t € R dr en parameter, kan vi skriva 16sningsméng-
den pé parameterform:

r = % + 5t
xg = 844 , teR (2.36)
r3 = t

Vi sdger att matrisen i (2.30) har trappstegsform och att den sista matrisen i (2.33) har
reducerad trappstegsform. Fran den reducerade trappstegsformen kan vi enkelt ldsa av ekva-

tionssystemets losningsméngd. Vi ska nu precisera dessa beteckningar.
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Definition 2.5 (Trappstegsform) Det forsta nollskilda elementet i en rad kallas radens
pivotelement. En matris har trappstegsform om den uppfyller foljande tre villkor.

1. Alla rader som inte dr enbart bestdr av nollor ar placerade 6ver alla rader med
enbart nollor.

2. I varje rad dr pivotelementet placerat i en kolonn som ér till hoger om pivotele-
mentet i raden ovanfor.

3. Alla matriselement under ett pivotelement 4r noll.
En trappstegsmatris har reducerad trappstegsform om den har ytterligare tva egenskaper:
4. Alla pivotelement dr lika med 1.
5. Varje pivotelement ér det enda nollskilda elementet i sin kolonn.
Varje matris kan transformeras till trappstegsform med hjélp av radoperationer, men trapp-

stegsformen dr inte unik utan beror pa vilka radoperationer som anvinds. Den reducerade
trappstegsformen som vi far dr dock unik enligt nésta sats.

Sats 2.2 (Reducerad trappstegsform &r unik) Varje matris ar radekvivalent med en unik
reducerad trappstegsmatris.

Bevis. Existensen av en radekvivalent reducerad trappstegsmatris foljer av algoritmen som
presenteras i ruta 2.1 nedan. Beviset av entydigheten &r svarare och vi hoppar 6ver det. [

Definition 2.6 (Pivotposition) Pivotpositionerna i en matris dr de positioner som svarar
mot pivotelementen i dess reducerade trappstegsmatris. Motsvarande kolonner kallas
pivotkolonner.

Enligt exempel 2.5 har vi

2 -3 2 1 1 0
0 1 -4 8 |~|01 —4 8 (2.37)
4 -8 12 -—-14 0 0

Har ar pivotpositionerna i bada matriserna markerade med fetstil och pivotkolonnerna i den
ursprungliga matrisen &r

o, |1 (2.38)
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Ruta 2.1 (Transformation till reducerad trappstegsform) Denna metod transformerar en
given matris till en radekvivalent reducerad trappstegsmatris. Vi borjar med framételi-
mination.

1. Latrad 1 vara den aktuella raden.

2. Setill sa att pivotelementet i den aktuella raden inte ér till hoger om nagot annat
pivotelement genom att eventuellt ldta den byta plats med en rad som 4dr lingre
ned (radoperation av typ 3).

3. Skapa nollor under det aktuella pivotelementet genom att gora radoperationer
av typ 1.

4. Lat nasta rad vara den aktuella raden.
5. Upprepa steg 2 och 3 tills inga pivotelement aterstar.
Vi har nu en trappstegsmatris. Vi avslutar med bakatelimination och skalning.

6. Borja med det pivotelement som dr langst till hoger och arbeta 4t véanster och
skapa nollor ovanfor alla pivotelement med radoperationer av typ 1.

7. Skala om raderna sa att alla pivotelement blir 1 (radoperationer av typ 2).

Sats 2.3 (Existens och entydighet) Ett linjért ekvationssystem é&r konsistent om och
endast om den sista kolonnen i totalmatrisen inte dr en pivotkolonn. Om det dr konsi-
stent s& bestdr 16sningsmangden antingen av en unik 16sning eller av odndligt manga
l6sningar.

Bevis. Den sista kolonnen i totalmatrisen &r en pivotkolonn om och endast om den har en
trappstegsform med en rad pd formen [0 --- 0 b] med b # 0. Detta svarar mot ett inkonsi-
stent system (se (2.30)). Alltsa dr systemet konsistent om och endast om den sista kolonnen
i totalmatrisen inte dr en pivotkolonn. Om systemet dr konsistent, sa kan vi lasa av 16snings-
méngden fran den radekvivalenta reducerade trappstegsmatrisen. Vi sdger att en variabel som
hor till en pivotposition dr en bunden variabel; 6vriga variabler kallas fria variabler. Det finns
alltid minst en bunden variabel. Om alla variabler 4r bundna sa har vi en unik 16sning. Om
det finns fria variabler, s& kan vi vilja dessa fritt och sedan l6sa ut de bundna variablerna. Da
har vi odndligt ménga l6sningar. O
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Ruta 2.2 (L6sning av linjart ekvationssystem med radreducering)

1. Skriv ned ekvationssystemets totalmatris.

2. Transformera totalmatrisen till en radekvivalent trappstegsmatris och anvind
denna for att avgora om ekvationssystemet dr konsistent eller ej.

3. Om det dr konsistent s fortsatt att transformera till reducerad trappstegsform.
Identifiera vilka variabler som ar fria respektive bundna.

4. Skriv ned det ekvationssystem som svarar mot den reducerade trappstegsmatri-
sen. Satt eventuella fria variabler lika med varsin parameter och 16s ut de bundna
variablerna.

2.2 Vektorekvation och matrisekvation

Vi introducerar tvé alternativa sitt att betrakta ett linjirt ekvationssystem: dels som en vek-
torekvation och dels som en matrisekvation. Vi borjar med att introducera vektorer i R" och
deras algebraiska egenskaper, dvs hur vi raknar med vektorer.

Definition 2.7 (Vektorrummet R™) En vektor i R™ (kolonnvektor) ar en ordnad lista av n
reella tal, som vi skriver pa kolonnform

U1
v=|:], veR" (2.39)
Un
P4 liknande sitt kan vi definiera radvektor v = [vy --- wvy]. I fortsittningen kommer vi

huvudsakligen att tainka pa R som en méngd av kolonnvektorer daven om radvektorer ocksé
kommer att dyka upp ibland. Dd n = 3 kan vi identifiera vektorer i R® med geometriska
vektorer i rummet, se sektion 1.4. Manga bocker skriver vektorer i R™ med fetstil for att skilja
dem fran skaldrer, men vi gor inte det. Vi skriver endast geometriska vektorer med fetstil.
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Definition 2.8 (Linjara rakneoperationer i R”) Lat u och v vara vektorer i R™ och « en
skalar, dvs

U1 U1
u=|:|,v=|:],a€eR (2.40)
Up, Up,
Vi gor foljande definitioner.
u=vomu; =v;, t=1,...,n (likhet) (2.41)
up + U1
u+v= : (addition) (2.42)
Up + Up
Ul
ou=ua= | : (multiplikation med skaldr) (2.43)
Uy,
0
0= |: (nollvektorn) (2.44)
0
—uy
—u = : (motsatta vektorn) (2.45)
—uy,

Notera att rakneoperationerna definieras elementvis. Vi skriver helst skaldren fore vek-
torn i (2.43), dvs cu. Med hjélp av motsatta vektorn kan vi dven definiera subtraktion: u —v =
u + (—v). Detta ar alltsd inte en grundldggande operation utan f6ljer av addition och multi-
plikation med skaldr.

Sats 2.4 (RakneregleriR™)

ut+tv=v+u (kommutativ lag) (2.46)
(utv)+w=u+(v+w) (associativ lag) (2.47)
u+0=u (addition av nollvektorn) (2.48)
u+(—u)=0 (addition av motsatta vektorn) (2.49)
a(u+v) =aou+ av (distributiv lag) (2.50)
(a+ Blu=au+ Pu (distributiv lag) (2.51)
(af)u = a(fu) (associativ lag) (2.52)
lu=u (2.53)
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Med ett mer rigorost sprakbruk innebér (2.48) att nollvektorn dr en additiv enhet och
(2.49) att —u dr en additiv invers.

Bevis. Skriv pa elementform och anvind rakneregler for reella tal. O]

Observera att dessa rdkneregler dr desamma som for geometriska vektorer, se sats 1.1 och
sats 1.2. En mangd som har rakneoperationerna addition och multiplikation med skaldr och
som uppfyller dessa rakneregler kallas vektorrum. Vi aterkommer till detta senare.

Med hjilp av addition och multiplikation med skalér kan vi bilda nya vektorer: vi siger att
vi bildar linjar kombination.

Definition 2.9 (Linjér kombinationiR™) Lt {vj,}}_, vara en méangd av vektorer i R™ och
{ex}h_, vara en mingd av reella tal. Vektorn

p
U=Cuy + -+ CpUp = Z CL UK (2.54)
k=1

kallas linjdr kombination av vektorerna vi, med koefficienterna (vikterna) cy.

Hiir vore det praktiskt att skriva vektorer med fetstil, dvs
uU=cvr+- - +cpvp (2.55)

Vi gor dndd inte det. Det bor framgd av sammanhanget vilka symboler som syftar pa vektorer (u,
vy ) respektive skaldrer (cy). Vi noterar ocksd att elementen i vektor nummer k bor numreras enligt

Vi = o (2.56)

for att stimma 6verens med numreringen av matriselement i (2.17). Linjarkombinationen i (2.54)

U1 v11 VU1p . U1k
=a ||+t | [ =Dl (2.57)
k=1

Unp, Un1 Unp Unk

Det foljer av definition 2.8 att vektorn u i (2.54) ocksa dr en vektor i R™. Linjar kombination
ar ett viktigt satt att skapa nya vektorer. Omvént kan vi fraga oss om en given vektor alltid kan
genereras som en linjiar kombination av givna vektorer. Det vill séga: givet vektorer vq, ..., v
och biR", kan vi skriva b som en linjir kombination av {vj },_,?
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Exempel 2.6 (Vektorekvation) Lat

1 2 7
V1 = —2 , U = ) s = 4 (2.58)
-5 6 -3

Kan vi skriva cjv1 4 cava = b for nagra koeflicienter ¢y, c? Dvs

1 2 7
ca|=2|+ec |5 =1| 4 (2.59)
—5 6 -3
vilket dr detsamma som
c1+2c="7
—2c1 + bcg =4 (2.60)
—5c1 + 6¢cp = —3

Detta dr ett linjart ekvationssystem for ¢y, co. Vi loser det genom att skriva upp total-
matrisen och gora en radreducering:

1 2 7 10 3
25 4|~|0 1 2 (2.61)
-5 6 —3 000

Vi ser att systemet ar konsistent (inget pivotelement i sista kolonnen) med unik 16sning
c1 = 3, ca = 2. Det betyder att b = 3v; + 2vs.

Mer allmdnt kan vi siga foljande: Vektorekvationen
C1V2 4+ -4 CpUp = b (262)

har samma losningsmdingd som det linjdra ekvationssystemet med totalmatrisen [v1 - - vy b).
Vektorn b dr en linjdr kombination av {vy, }},_, om och endast om detta linjira ekvationssystem
dr konsistent. Detta motiverar foljande definition.
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Definition 2.10 (Linjart holje) Méngden av alla linjairkombinationer av vektorerna
{vi}%_, kallas det linjira holjet av {vi, }¥_,. Mangden betecknas®

span{vy,...,vp} = span{vg}r_, (2.63)
och ges alltsa av
P
span{uvg}i_; = {u ER" | u= Z vy, for nagra ¢y, € R} (2.64)
k=1

Vi siiger ocksa att det linjara héljet spanns upp av vektorerna {vj, }7_ .

a. Beteckningen span kommer frén engelskans “span” = “spanna upp”. Limpligt svenskt ord saknas.

Obs att ett linjirt holje alltid innehéller nollvektorn, 0 € span{vy};,_,, (vilj alla ¢, = 0).

Exempel 2.7 (Geometrisk tolkning av linjart hélje) Vektorer i R? kan identifieras med
geometriska vektorer i rummet. Linjira holjet av en vektor v € R? blir da

span{v} = {u € R® | u =tv, t € R} (2.65)

vilket kan tolkas som ekvationen for en rdit linje genom origo med riktningsvektor v
(forutsatt att v # 0, se (1.116)). Linjira holjet av tva vektorer u, v € R3 blir

span{u,v} = {w € R® | w = su +tv, s,t € R} (2.66)

vilket ar ekvationen for ett plan genom origo pa parameterform (savida inte u och v ar
kolinjédra, dvs u = cv for nagot ¢ € R, se (1.129)). Alltsé: en vektor spanner (typiskt)
upp en rat linje genom origo och tvd vektorer spanner (typiskt) upp ett plan genom
origo.

Var tidigare fraga om l6sbarhet av vektorekvationen (2.62) blir nu ekvivalent med fragan om b €
span{vy, ..., v, }?

Vi ska nu se hur vi kan formulera ett linjirt ekvationssystem som en matrisekvation pa
formen Ax = b.
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Definition 2.11 (Matris-vektorprodukt) Lat A € R™*™ vara en matris med kolonner

ai,...,an € R™ochz € R™ Produkten av A med z ar
I D
Az =la1 - an) | ! | =m0+ +zpay = Zxkak (2.67)
k=1
Iy

dvs den linjara kombinationen av kolonnerna a; med koefficienterna x.

Exempel 2.8 (Matris-vektorprodukt) Vi demonstrerar en produkt:

1 4 7 1 4 39
2 5 [8] =712 +8 (5| = |54 (2.68)
3 6 3 6 69

Sats 2.5 (Rakneregler fér matris-vektorprodukt) Lit A € R™*™, u,v € R® och ¢ € R.
D4 giller

A(u+v) = Au+ Av (2.69)
A(cu) = ¢(Au) (2.70)
Bevis. Skriv pa elementform och anvind rikneregler for reella tal. O

Sats 2.5 innebir att matris-vektormultiplikation dr en linjar operation, dvs den bevarar linjir
kombination:

Aervr + -+ + ¢pup) = c1(Avr) + -+ + ¢p(Avy) (2.71)
Lat A =[ay ... ap] € R™*™ och b € R™. Vi kan nu siga att foljande ekvationer har samma
losningsmdingd:
1. Linjdrt ekvationssystem med totalmatrisen [ay - - - ay, b].

2. Vektorekvationen x1a1 + - - - + xpa, = b.

3. Matrisekvationen Ax = b.

Vi avslutar med en sats som ger fyra ekvivalenta villkor som garanterar att vart ekvation-
system ér lgsbart for varje hogerledsvektor.
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Sats 2.6 (Existens av I6sningar) Lat A = [a; ... a,] € R™*™. Féljande pastienden ar
ekvivalenta.

1. Ekvationen Az = b har 16sning for varje b € R™.
2. Varjeb € R™ ar linjar kombination av ay, . .., a,, dvs b € span{ay,...,a,}.

3. Kolonnerna i A spanner upp hela R™, dvs span{ay, ..., a,} = R™.

4. A har en pivotposition i varje rad.

Bevis. Detirklart fran vara definitioneratt1 <= 2 <= 3.Detaterstarattvisal <= 4.
Lét totalmatrisen for ekvationen Ax = b ha en radekvivalent reducerad trappstegsmatris pa
formen [A b] ~ [U d].

Vi visar forst 4 = 1. Om 4 &r sann sa har vi ingen rad pa formen [0 --- 0] i U. D4
ar Uz = d 16sbar for alla d och ddarmed ar aven Ax = b losbar for alla b, dvs 1 4r sann, (se
sats 2.3).

Vivisarnul =— 4,dvs 4 =— -1 (icke 4 medfor icke 1). Om 4 ir falsk s dr
sista raden i U endast nollor. Tag dd d med 1 som det sista elementet, s& att Uz = d blir
inkonsistent. D4 dr ocksd Az = b inkonsistent och 1 &r falsk. O

2.3 Losningsmangden

Definition 2.12 (Homogent och inhomogent ekvationssystem) Ett linjéirt ekvationssystem
Az = b kallas homogent om b = 0, dvs Az = 0. Om b # 0, sa kallas systemet
inhomogent.

Det ar klart att nollvektorn = = 0 dr 16sning till det homogena systemet Az = 0. Denna
16sning kallas den triviala losningen. Vi kan nu fraga oss om det finns andra 16sningar, dvs om
det finns icke-triviala 16sningar. Frdn metoden i ruta 2.2 far vi svaret:

Ax = 0 har icke-trivial losning om och endast om systemet har minst en fri variabel.
Vi illustrerar detta i ett exempel.
Exempel 2.9 (Homogent ekvationssystem) Vi loser det homogena systemet

21+ 3x9 — 3x3 + Txsa =0
{ 1 2 3 4 (2.72)

2x1 + Txo — 1023 + 1924 =0
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Vi skriver totalmatrisen och transformerar till reducerad trappstegsform:
13 =3 7 0 -2 13 -3 70 +
1 N j (2.73)
27 -10 19 0 + 01 -4 50 -3
10 9 -8 0
N (2.74)
01 -4 5 0

Motsvarande ekvationssystem ar

1+ 923 — 84 =0
Lo e (2.75)
To —4x3 + 524 =0
Vi ser att x3 och x4 ar fria och vi sitter x3 = s, x4 = t. Sedan far vi z;1 = —9s + 8¢,

x9 = 4s — bt, dvs 10sningen ar pa parameterform

x1 —9s + 8t =0 8
w2 | 4s—5t | 4 -5
B = | = 5 =s|4 +1 E s, t € R (2.76)
T4 t 0 1
Vi har alltsa oandligt manga icke-triviala 16sningar. Med
@ 8
4 -5
u=|11 =17 (2.77)
0 1
har vi x = su + tv, s,t € R, dvs losningsméngden ar linjara héljet av w och v,

span{u, v}. Eftersom w inte dr en multipel av v (kolla detta, se exempel 2.12), s& behovs
béda vektorerna for att beskriva hela 16sningsmangden. Hellre dn att sdga att vi har
odandligt manga icke-triviala 16sningar, siger vi att losningsmdngden spdanns upp av de
tvd vektorerna u och v. Obs att triviala 16sningen x = 0 ingar ocksa i span{u, v}.

Nu tittar vi pd motsvarande inhomogena system.

Exempel 2.10 (Inhomogent ekvationssystem) Vi viljer en hogerledsvektor b = [130] och

l6ser det inhomogena systemet

1+ 329 — 323 + T4 = 3
{ 1 2 3 4 (2.78)

2x1 + Txo — 1023 + 1924 = 10
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Vi skriver totalmatrisen och transformerar till reducerad trappstegsform:
13 -3 7 3 -2 1 3 3 7 3 +
] ~ j (2.79)
2 7 -10 19 10 + 01 —4 5 4 -3
10 9 -8 -9
N (2.80)
01 -4 5 4

Motsvarande ekvationssystem &r

x1 + 93 — 8xgy = —9
Lo e (2.81)
ro —4xg + dxry =4
Vi ser att x3 och x4 dr fria och vi sitter x3 = s, x4 = t. Sedan farvixz; = —9 — 9s + 8¢,

x9 = 4 4 4s — 5t, dvs 10sningen dr pa parameterform

T1 —9 —9s + 8t —9] -9 8
o |wo| | 4+4s-5t | | 4 4 -9
z= |2 = . =l ol *s| | +t| o] ®teR (282)
Ty t 0 | 0 1
Med ~
-9 8 -9
4 -5 4
u I ol w=1, (2.83)
0 | 1 0

harviz = w + su + tv, s,t € R. Vi noterar att Aw = b och A(su + tv) = 0.
Losningsméngden ges alltsa pa formen x = xp + xp, ddr xp, = w ér en speciell 16sning
till det inhomogena systemet och x, = su + tv € span{u, v} dr en godtycklig 16sning
(allmédnna l6sningen) till det homogena systemet. Vektorn x, kallas en partikuldrlosning
medan xy, kallas homogenlosning.

Denna observation om l6sningsmangdens form giller allmint. Visammanfattar detinista
sats.

(Losningsmangden till konsistent system) Antag att Az = b ér konsistent med
en 16sning x,. Da ges 16sningsméingden av x = xp + xp, ddr xy, dr en godtycklig
16sning till det homogena systemet Az = 0. Losningen &r unik om och endast om det
homogena systemet endast har triviala 16sningen xy, = 0.

Bevis. Antag att x dr en annan l6sning @n xp, dvs vi har bade Az, = b och Az = b. Bilda
u = = — xp. Da giller, enligt sats 2.5, att Au = A(x — 2p) = Av — Az, = b—b =0, dvs
u dr en homogenlésning. Alltsd dr = =z, + u, partikuldrldsning plus homogenlosning. A
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andra sidan: om v dr en homogenlésning, sa har vi A(xp +u) = Az, + Au=b+0 = b,dvs
x = xp + u dr en 10sning. Pastiendet om unik l6sning dr nu sjdlvklart. O

Vi har redan sett att 16sningen ges av partikularlosning plus homogenlosning i samband
med linjdra differentialekvationer, se sats 3.7 i del II.

2.4 Linjart oberoende

Vi har definierat linjara héljet span{vy, }},_, av en mingd vektorer {v;};,_; som mangden av
alla linjara kombinationer

p
vy + - cpup = Z CL UL (2.84)
k=1

som kan bildas genom att variera koefficienterna cj. Vi kan nu fréga oss om alla vektorerna
vy, behovs for att spanna upp span{vy},_,. Om till exempel en av vy, redan ir en linjir kom-
bination av de &vriga, sa kan vi ju ta bort den och de 6vriga vektorerna spanner upp samma
mingd. For att kunna precisera denna tanke gor vi en definition.

Definition 2.13 (Linjért oberoende) En mingd {v1,...,v,} av vektorer i R™ ar linjirt
oberoende om vektorekvationen

cv1+ -+ cup =0 (2.85)

endast har den triviala 16sningen, ¢, = 0 fér k = 1,..., p. Midngden dr annars linjdirt
beroende, dvs om det finns {c;};,_, med nagot ¢; # 0 sa att (2.85) giller. Ekvationen
(2.85) ger da linjdra samband mellan vektorerna.

Vi noterar att testet for linjart oberoende, vektorekvationen (2.85), ar ett homogent linjart
ekvationssystem. Det har alltid den triviala 16sningen och ibland &ven icke-triviala 16sningar.

Exempel 2.11 (Linjart beroende mangd) Lat

1 2 3
vl = 3 s Vg = 4 y V3 = 9 (2.86)
5 6 7
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Ar mingden {vy, v2, v3} linjirt oberoende? Vi stiller upp och loser vektorekvationen
c1v1 + cov9 + cgvz = 0. Totalmatrisen dr

1 2 3 0 -3 -5 1 2 3 0 ﬁ+
3 4 5 0 3+ ~ [0 =2 —4 0 -2 41 | —% (2.87)
5 6 7 0

1 0 -1 0
~ 01 2 0 (2.88)

00 0 O
Vi ser att c3 ér en fri variabel. Det finns alltsa icke-triviala 16sningar och méingden &r
linjart beroende. Tag till exempel c3 = 1 ochrdknaut cg = —2¢c3 = —2,¢1 =¢c3 =1,
sd att v; — 2vg + v3 = 0 dr ett linjdrt samband. Vi ser till exempel att v3 = —v; + 209,

sé att span{vy, ve,v3} = span{vi,ve}. Midngden {v1, va} dr dock linjart oberoende,
eftersom det inte finns fler fria variabler, och vi kan dérfor inte ta bort ndgon av dem
utan att det linjdra holjet blir mindre.

Exempel 2.12 (Linjart oberoende mangd) Lat

-9 8
4 -5

w= |11 v=17 (2.89)
0 1

vara homogenlosningarna frén exempel 2.9. Ar de en linjért oberoende mingd? Vi loser
vektorekvationen su + tv = 0. Totalmatrisen ar

-9 8 0 1 00
4 -5 0 010
1 0 0 000 (2.50)
0 1 0 000

Inga fria variabler, endast triviala 16sningen, méngden ar linjart oberoende. (Vi ser
redan fran ekvation 3 och 4 i det ursprungliga systemet att s = 0, t = 0 utan radredu-
cering.) Bada vektorerna behovs for att spanna upp hela 16sningsméngden span{u, v}.

(Linjart beroende &r ekvivalent med linjara samband) En méngd av vektorer ar
linjart beroende om och endast om en av vektorerna ér en linjar kombination av de
ovriga.
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Bevis. Lat mangden vara {v; }¥_,. Antag att v; dr en linjir kombination av de 6vriga vekto-

rerna, dvs
P

v; = Z CLUL (2-91)

k=1, k#j

Viflyttar v; tillandra sidan och far ) 7 _, cxvp = Omedc; = —1 # 0, dvs minst en koefficient
ar skiljd fran 0, och mingden ir linjirt oberoende. A andra sidan: om mingden ir linjart
oberoende, dvs 2221 cxvr = 0 med minst en ¢; # 0, sa kan vi l6sa ut v;:

p 1 p

Cjvj = — CLU vj = —— CRV 2.92

§V; Z CkUks ] cj Z CkUK (2.92)
k=1, k#j k=1, k#j

och vi ser att den &r en linjir kombination av de ovriga. O

Sats 2.9 (For manga vektorer ar linjart beroende) En mingd av fler an n vektorer i R™ ar
linjért beroende.

Bevis. Lat mingden vara {vj};_, med p > n och bilda matrisen A = [v; ... v,] € R™*P.
Testet for linjart oberoende ar Ax = 0. Detta system har fler variabler &n ekvationer och dérfor
minst en fri variabel. Alltsa finns icke-trivial 16sning och méngden ér linjart beroende. [

2.5 Linjar funktion

Vi borjar med att erinra oss begreppet funktion frdn definition 2.1 i del I.

Definition 2.14 (Funktion, definitionsmangd, malmangd, viardemangd) En funktion
f: X — Y éren regel som for varje argument = i en mingd X = D(f) (funktionens
definitionsmdngd) bestimmer ett unikt virdey = f(x)ien mingdY (funktionens mdil-
mdngd). Mangden R(f) = {f(x) | z € X} C Y av alla virden kallas funktionens
virdemdngd.

Vi skriver dven

[ X—=Y

2.93
vy = [f(z) 259

Visagisats 2.5 att matris-vektorprodukten x — Ax dr en linjér operation, dvs den bevarar
linjdr kombination. Om A € R™*™, sa blir L(x) = Az en funktion fran X = R till Y =
R™. Detta motiverar foljande definition.
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Definition 2.15 (Linjar funktion R — R™) En linjir funktion L: R™ — R™ &r en funk-
tion L, som har definitionsmidngd R" och malmangd R™ och som uppfyller, for alla
u,v € R"ochc € R,

L(u+v) = L(u) + L(v), L(cu) = cL(u) (2.94)
Ekvivalent kan vi sdga att L bevarar linjar kombination:
L(civr + -+ + ¢pup) = c1L(v1) + - - + ¢p L(vp) (2.95)

En linjér funktion kallas ocksa linjir operator, linjir transformation eller linjdr avbild-
ning. En funktion som inte ar linjar kallas ickelinjdr.

Observera att for en linjir funktion dr definitionsméngden lika med hela R", dvs D(L) =
R™, medan virdemangden inte behover vara hela malméngden, R(L) C R™. Observera
ocksa att nollvektorn i R™ avbildas pé nollvektorn i R™, L(0) = 0 (tag ¢ = 01 (2.94)).
For en linjir funktion av typen L(zx) = Ax med A = [a; ... ay,] dr virdemingden R(L) =
span{ay, ..., ay} enligt definition 2.11.

Vi ska nu se att varje linjar funktion L: R™ — R har formen L: z — Ax. Matrisen
A € R™*" bestims genom att vi tittar pa vad funktionen goér med basvektorerna i R™. Vi
illustrerar detta forst dd n = 3 for enkelhets skull.

Basvektorerna i R? ar

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0 (2.96)
0 0 1
Varje vektor x € R3 kan skrivas som en linjar kombination av basvektorerna:
x1 1 0 0
T= |x9| =21 |0| + 22 |1| + 23 |0 = x1€1 + T2€9 + T3€3 (2.97)
€T3 0 0 1

dvs R? = span{ey, ez, e3}. Mingden {ey, ea,e3} ir linjirt oberoende, det ar litt att visa.
Alltsa behovs alla tre basvektorerna for att spinna upp hela R3, Om nu L: R? — R™ ir en
linjér funktion, s& har vi

L(z) = L(z1e1 + x2e2 + x3e3) = x1L(e1) + x2L(e2) + x3L(e3) (2.98)
x1

= [L(er) L(ea) L(es)] |aa| = A (2.99)
T3

Matrisen A = [L(e1) L(ea) L(e3)] € R™*3 bestar av de tre kolonnvektorerna L(e) € R™,
k =1,2,3. Kolonnerna i A ér alltsé bilderna av basvektorerna under avbildningen L.
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Detta bevis utvidgas litt till allmant R™. Basvektorerna i R™ ar

o
1 0
0 0 :
er=|.|,-. 6= |1],...en= : (2.100)
: 0 0
0 1
_0_

ddr basvektorn e; € R™ har en etta i rad j och nollor fér 6vrigt. Vi formulerar resultatet i en
sats.

Sats 2.10 (Matrisen fér linjar funktion) Om L: R™ — R™ ir en linjir funktion, si dr
L(z) = Az med A = [L(ey) -+ L(en)] € R™¥™,

Exempel 2.13 (Rotation i planet) Avbildningen L: R2 — R? roterar ortsvektorn for
varje punkt i planet moturs med en vinkel ¢. Genom att rita en figur dér vektorerna u,
v, u+ v och cvw utgér fran origo och rotera denna, sa inser vi att L dr en linjir operator.
Vi bestimmer dess matris genom att rotera basvektorerna:

e = H . Lie) = [COS(("H (2.101)

0 stofls
ey = m , Lies) = [_C;nfﬁ] (2.102)
Matrisen ir allts
=[5 =)

Exempel 2.14 (Ickelinjar funktion) Vi tittar pd nagra envariabelfunktioner, f: R — R.
Funktionen f(x) = 3 ar inte linjir, for f(2x) = 823 # 22% = 2f(z) om = # 0. Vi
har dven (z + y)3 # 23 + y3 utom for speciella virden pa z, y.

Funktionen f(x) = kx + m 4r inte linjar om m # 0, f6r f(0) = m # 0. I sjalva verket
ar f(x) = kx (rét linje genom origo) den enda envariabelfunktion som 4r linjér enligt
sats 2.10. Men dnda sager vi ibland (felaktigt) att f(z) = kx + m idr en linjar funktion,
darfor att dess graf ar en rétlinje. Den korrekta bendmningen ér affin funktion, dvs linjar
funktion plus konstant.
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Ovningar

2.1 Gauss eliminationsmetod

Ovning 2.1 Los ekvationssystemet med Gauss eliminationsmetod.

3x1+2x0 =4
b
(@) {6x1+5x2 =1 )

6x1 + 3x2 + 1223 = —3
(d) —2x1 + 9 — 2023 = 3
3x1 + 2x9 — 1023 = 2

z1+x2+ 23 =2
2x1 +3x3=3 (¢
3r1+ a9+ 223 =4

221 + 3x9 — 4wy = —2
—6:(}1 — 5:1}2 =4
T+ 2x9 +4x3 =1

Ovning 2.2 Los ekvationssystemet med Gauss eliminationsmetod.

T + 229 + 323 =4
(a) 521 + 5x3 =10 (b)
3r1 + 20 = —2

—Tx1 + 329 + 1423 =1
(¢) 41 — 19 — 33 = —1
8x1 — 4wy + 423 =0

(d)

—2x1 +4x9 + 423 =1

5x1 + 319 — Tz = %
4r1 + 520 — 23 =1
—%:L‘l +2x9 +3x3 =1
x1—2x2+%m3+6x4:2
—2x1 + 9 — 323 + 324 = —10
8x1 — 10z + 1223 — 1024 =0

Ovning 2.3 Los ekvationssystemet med Gauss eliminationsmetod.

6x1 — 4xo 4+ 2203 = —3
(a) 3xr1+x0—23=1
31‘1 — 5.%'2 S 3.%'3 =0

8x1 — 2x9 + b6x3 =4

(c) 6x1 +5x2 —23=2 (d)

T1 + 3x9 — 223 = 2

31‘1 = 61‘2 — 91‘3 =3

x1 + 3xg + dxs = —3

—2x1 — 3x9 4+ 1323 = —6
%:El — 3z + %$3 =3
%xl — %xz + %xg =0

1 3 7
2.T1 + ng — 1.’{'3 = —3

Ovning 2.4 Los ekvationssystemet med Gauss eliminationsmetod.

1+ 222+ 33 =1

(@) 221 + 320 + 423 =2 (b)

3x1 + 4x0 4+ 53 =3

2x1 — dxo + 4dx3 = —%
(¢) 4y — 10z + 1123 =1

1221 — 307 + Y3 = -3

6x1 — %1‘2 + 223 = —%
3r1 —4xe + 223 =1
%xl + %xg —x3=—3

2x1 + 3x0 + Txsy + 4oy = 2

—2x1 4+ 229 — 623 — 424 =0

3xr1 — Txy + 223 = —3

Tx1 — 1drg + 23 — 4oy =1

(d)
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Ovning 2.5 L§s ekvationssystemet med Gauss eliminationsmetod.

—x1 + 3x9 + 223 =06 %:L‘l—i-%fﬂg—l—%xg:l
(a) 51 —3z3=—4 (b) —gml + %xg — %azg =1
%ml—i—xg—%xg:% %xl—%xg—i—%a:g:l

5x1 + 6z + 223 + T4 =0
4x1 4 629 4+ T3 + 2204 = 6
Tx1+ Txe + 623 + 624 =0
221 + 929 4+ 223 + T4 =0

—4xq + %.’L‘Q + %xg, =2
(©) —9z1 + 225 + 23 = % (d)
1

9 1 1.
3T1 — 1972 — 3613 = 1

Ovning 2.6 Los ekvationssystemet med Gauss eliminationsmetod.

xl—x2+3x3+%x4:4 %x1+§x2—2x3—2x4:—1
(@) d 221 F 22 100 6z =3 T1+ 552 — T3 + 374 =2
a
211 — 8w9 + 8wz + 3x4 = 2 %xl + %:172 + %xg + %:174 =
1 +x3="0 —21:1—{—%:52—%933—%3:4:6
( —11z1 + 329 +8x3 — 924 =1
—22x1 +3x9 + 923 — Ty =1
(c) SLURIPNS SO PR .
5 1 T2 + 373+ 324 = 3
(—33x1 + 1422 + Rxg + By = -1
( Tx1 + 2x9 — 223 + 1424 = 2
—63x1 — 8rg — dx3 — 6814 = —17
(d) _ 4. 1. _ 11
Ty —3Txy + T3 — 5T4 = 15
14a1 + Bag — 2505 — Hay = 52
2.2 Vektorekvation och matrisekvation
3 -2
Ovning2.7 Latu= | —5 |,v= | —1 |.Berikna uttrycket.
2 4

(@) u+wv (b)—%v (©)2u—3v (d)5u —2(3u+v)
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Ovning 2.8 Berikna produkten.

) 3 1
o8 73][2] |7

(3 -2 77 -4 9 7 4 2
1 -5 -3 326 1
©17 _4 3 {;1] D174 22
| 4 —2 —2 5316
Ovning 2.9 Berikna produkten.
-2 3 -3 o2
9 0 -1 2 26
(a) 4 ®) | 11 -3
1 -3 2
= 9 0 —2 2 —6
2 1
3 15
2 9 —13 2 —6 32
©ls6 -9 17] 4 (d){lﬁl 5
5 3 2

Ovning 2.10 Bestim x sa att Az = b.

@A=|2 3 :S} b:[g] (b)A!
- 2

2

2 -2 3 4 4
QA=| -6 3 -6 -2, b=]1
4 2 —11 -1

2 3 1 2
4 2 -6 2
WA= 5 10 7 | °= |3
10 -7 0 0

=
[en]

Tt W N =

o ! <10
W

= Dol Qo

‘»—‘I\ﬂw
~J|w

1
~N g ot w

=
(=]
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6
Ovning 2.11  Undersok huruvida b € span{a;,as},omb= | 15
3
[ 1 3 3 0 ]
(a) a1 = 1 , Q9 = 2 ®)ar=| 10 | ,a0 = 5
-2 -5 1 -1
[ -3 3 6 2]
Qar=| —12 | ,aa=| —6 (dar=1| 15 |,aa =1 5
= -3 -3 1

2.3 Losningsmdngden

Ovning 2.12  Los matrisekvationen Az = 0. Finns icke-trivial 16sning?
2 2 -3 1 3 =5

@A=|5 -2 2 | ®A=|-2 -1 3 (c)A:[_22 . g}
3 -4 5 -1 -2 2
s 3

DA=| 4 4
2 3

Ovning 2.13 L§s matrisekvationen Az = b och visa hur 16sningen x kan delas upp som
ZTh + Tp.

2 2 =3 2
@A=|5 -2 2 |. s=| 0
3 4 5 )
1 3 -5 3
MA=| -2 -1 3 |, b=| -2
-1 2 2 -1
8 3 4
(c)A:[_22 g g} b:[f’g} MA=| 4 4|, b=]| -2
-2 3 1
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Ovning 2.14 Los matrisekvationen och visa hur 16sningen kan delas upp som xp, + xp.

(1 -3 —2 4 1
@2 -1 4 1 |x= 1
'3 —4 0 1 —4
T2 -3 -1 3 —2
-4 3 4 -9 -7
(b) 3 5 3 r =
5 5 -3 3 9
8 3 4 -—18 ~10
7 5 —5 3 3 -3 8 3
5 2 4 -8 0o 1 7 1
@1 o 7 g == 5| Dl g 4 1(%=]| 2
3 -9 -3 13 3 5 6 —1

Ovning 2.15 Los ekvationssystemet.
@) 21 +4x9 +5x3 — 24 =0 ) —5x1 4+ 329 +9x3 + 424 =0
a

—6x1 — Txog — dxr3 + 424 =0 6x1 + 20 — T3 — 224 =0

—2x1 + 229 — 323 — 24 =0
! 2 3 4 (d){—x1+4aj2—|—2x3—|—5x4—x520

c 8r1 — Two + Tz + 224 =0
(© ! 2 3 4 4x1 — 629 + 223 + dxys + 925 =0

2x1 — %xz—i-%.%'g =0

2.4 Linjirt oberoende

Ovning 2.16 Utred huruvida méngden {u;}?_; dr linjdrt oberoende.

-1 2 3
(@) ug = 4 |,ug=1| —6 |,uz=| —1
2 —4 5
[ 4 =7 11 23
(b) uyp = 23 , U9 = —19 >, U3 = 12 , Uy = —19
| 8 =7 —17 12
[ 4 -9 7] [ 5
Qui=1| 2 |l,uu=| —4 |,u3= 2
| 11 1] —12
8 -2 ] [ 3
(d) uy = 5 , U9 = -3 >, U3 = —2
10 1] | 3



Kapitel 2. Linjara ekvationssystem 71

Ovning 2.17  Utred huruvida méngden {u;}?_, ér linjért oberoende.

3 -2 2 _35
2, A2
@ui=| 8 |,uz=| —12 B ur=| -1 [Lua=]| g
—4 —4 2 -1
= 2 = = § = = l
3 6
5 ! L
(C)Ulz 4 » U2 = 7 » U3 = 1
3 3
| 0 | | —2 | )
3 =2 ] [ 7
3 3 _9
(d) Uy = 121 >, U = 3 > U3 = 52
=7 -5 | | 3

Ovning 2.18 Undersok om v; kan skrivas som en linjirkombination av v, och vs.

2 -3 11
@uvi=|5[,a=] 5 [Los=] L
4 —4 -3

[ 4 -9 7 [ 2

(b) V1 = —12 , Vg = 1 >, U3 = -3

i 2 ] | 1

-3 [ 1

10 3 3

(C)/Ulz 3 > UV = 3 > V3 = 1

2 2

) | | —4
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Ovning 2.19 Undersdk om v; kan skrivas som en linjarkombination av vy och vs.

3 6 [ —2
@uvi=1|2 |,vo=| =6 [,v3= 7
L 5 ] [ 3 | 5
[ 5] [ 6 ] [ —4 7]
(b)U1: 8 , Vo = 9 » U3 = 7
2 | = |11
[ 1 4 -2
QQuvi=| =6 |,va=| =12 |,v3 = 6
L 9 -1
2 -3 2
(d) v = S , Vg = 97 , V3 = —218
] L b

2 2 3
(a)vlz 3 >, Vg = 4 >, V3 = 5

| 5 | | 6 | | 8 |

[ 4 [ 2] [0 ]
(b)’U1: 2 , Vg = 2 >, V3 = 2

| 7] | 6 | 5 |
(C)v1—[0]v2—[3}v3— 4]

2 —6 |’ | =8

[ 3 -3 [ 3
(v =1 =12 [, v = 8 |,vg=| —24

| 2 9 |19

2.5 Linjdr funktion

Ovning 2.21 Bestdm matrisen till den linjira funktionen L: R™ — R™.
X2 —x1 - 2x3 + 11

(@) L(x) = [ " } (b) L(z) = [m o ]

() L(z) =21 —bx3 (d) L(z) ==

Ovning 2.22 Visa att funktionen inte ér linjar.

1 + 2 sin(x3)



Kapitel 2. Linjdra ekvationssystem

Ovning 2.23 Den linjira funktionen L: R? — R? avbildar E] pa

nollvektorn. Bestim matrisen for L.

1
—2| och
3

HEs
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3. Matriser

Matrisalgebra

Invers matris

Determinant

Vi ldr oss rdkna med matriser.

3.1 Matrisalgebra

Vi har redan definierat begreppet matris och infort beteckningar for matriser i definition 2.2.
Vi upprepar dem hir och infér nagra fler beteckningar.

75
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Definition 3.1 (Matrisbeteckningar)

1. A € R™*™dr en matris av typ m X n.

2. Om m = n, sa siger vi att A € R™*" &r en kvadratisk matris, annars dr den en
rektanguldr matris.

3. A = [a;j], ddr a;; € R ar matrisens element pa plats (4, j), dvs i rad nummer ¢
och kolonn nummer j.

4. a;j = (A);; 4r matrisens element pa plats (¢, 7).
5. aj; = (A);; dr matrisens diagonalelement.
6. A=lay -+ ap],dir a; € R™ dr matrisens kolonner.

7. Vi skriver for rektanguldr matris

ail A1n
A= [al an] = € R™X" (3.1)
am1 Amn
och f6r kvadratisk matris
ail A1n
A=lar - ay) = e R™*" (3.2)
anl Ann

8. O € R™*" eller O,y xy, ar nollmatrisen av typ m x n vars alla element &r 0.

9. I € R™ " eller I,, ar enhetsmatrisen av typ n X n med elementen 1 p& diagonalen
och 0 utanfér diagonalen, dvs

1 0 0
0 . e 1, omi=7
r=| , (I)ijz{ - (3.3)
2 %, % 0, omi #j
0 0 1

Vi skriver matriser med “hakparenteser” [ ]. I andra bocker dr det vanligt att anvinda van-
liga parenteser, dvs

A=(ay - ap)=| 1 -~ 1 (3.4)

aml *°° Qmn



Kapitel 3. Matriser 77

En 1 x 1-matris ér ett tal. D4 skriver vi oftast inte ut matrisparenteserna, dvs A = [a11] = a11.
Enhetsmatrisens element skrivs ibland med hjélp av Kroneckers symbol (Kroneckers delta):

1, om:=
5 = { ! (3.5)
0, omi#j

dvs I = [(5”]
De linjédra rakneoperationerna, dvs addition och multiplikation med skalér, kan nu defi-
nieras.

Definition 3.2 (Linjara rakneoperationeri R™*") Lat A = [a;;] och B = [b;;] vara matri-
ser av typ m X n och a en skaldr. Vi gor f6ljande definitioner.

A = Bomallaa;; = b (likhet) (3.6)
A+ B = [a;; + bj] (addition) (3.7)
aA = Aa = [aaj] (multiplikation med skalir) (3.8)
— A = [—ayj] (motsatt matris) (3.9)

Rékneoperationerna definieras alltsa elementvis precis som for vektorer (kolonnmatriser)

i definition 2.8. Observera att matriserna maste vara av samma typ. Vi kan nu bilda linjarkom-
bination av matriser:

A=clA1+ -+ A, (3.10)

Vi foredrar att skriva skaldren fore matrisen i (3.8), dvs aA.

Vikan dven definiera elementvis multiplikation: Ao B = [a;;b;;]. Detta kallas Hadamard-
produkt!. Vi kommer inte att anvinda denna produkt, dven om den ér praktisk i vissa sam-
manhang, till exempel i datorprogrammering. Vi ska strax definiera en annan matrisprodukt.

De vanliga riknereglerna giller enligt ndsta sats.

Sats 3.1 (Rakneregleri R™*™)
A+B=B+A (kommutativ lag) (3.11)
(A+B)+C=A+(B+0C) (associativ lag) (3.12)
A+0O0=A (addition av nollmatrisen) (3.13)
A+ (-A) =0 (addition av motsatta matrisen) (3.14)
a(A+ B) =aA+aB (distributiv lag) (3.15)
(a+pB)A=aA+BA (distributiv lag) (3.16)
(ap)A = a(BA) (associativ lag) (3.17)
1A=A (3.18)

Med ett mer rigorost sprakbruk innebér (3.13) att nollmatrisen &r en additiv enhet och
(3.14) att — A 4r en additiv invers.

1. Den elementvisa produkten skrivs A.*B i MATLAB.
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Bevis. Skriv pa elementform och anvind rakneregler for reella tal. O]

Vi ska nu definiera produkten AB av tvd matriser A och B. Vi utgér fran matris-vektor-
produkten i definition 2.11. Lat A € R™*", B € R™" och x € R". Dd 4r Bx € R" och
A(Bz) € R™. Vektorn Bz ar en linjar kombination av kolonnerna i B:

b1 b1
Br=zibi+ --+xbp=21| | +--Fxp | (3.19)
bnl bnr

Eftersom multiplikation med A &r en linjar operation, far vi
A(Bz) = A(x1by + -+ - + xpby) = 21(Aby) + - - - + 2 (Aby) = [Abl _ Abr] z  (3.20)

Detta motiverar att vi definierar produktmatrisen AB som den matris som har kolonnerna
Abj, saatt A(Bx) = (AB)z.

Definition 3.3 (Matrisprodukt) Om A € R™*" och B € R™*", s definierar vi produk-
ten AB € R™*" enligt?
AB = [Ab; - - - Ab,] (3.21)

a. Skrivs A*B i MATLAB.

Observera att produktmatrisen definieras endast om typerna stimmer 6verens enligt regeln

(mxn)-(nxr)y=mxr (3.22)

Exempel 3.1 (Matrismultiplikation) Enligt definitionen har vi
1 2/ |5 6 1 2|15 1 2|16
s B -l AR BAE] e
19 22 19 22
-\l )=l 5 020

Matrismultiplikation utfors hellre enligt regeln i ndsta sats.

Sats 3.2 (Rad-kolonn-regeln) Elementet pa plats (i, j) i produktmatrisen ges av

by .
(AB)U = [aﬂ cee am] = Zaikbkj (3.25)
k=1

bnj

dvs rad;(A) génger kolonn;(B).
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Bevis. Kolonn nummer j i AB ér enligt (3.21) och (2.67)

ari a1k a1n
b : :

Abj=Tla1---an] | | = |aa | b+ + | ar | brg+-+ | ain
bnj : :

| Am1 | Amk | | Amn

Har 4r rad nummer ¢ lika med
n
aitbi + -+ aigbj + -+ + ainbn; = Zaikbkj
k=1

Detta ir elementet pa plats (4, j) i AB. A andra sidan dr produktmatrisen

blj
[ail am] :

b

avtyp (1 x n) - (n x 1) = 1, dvs ett tal, och lika med
n
aitbij + -+ aigbj + -+ + ainbny = Zaikbkj
k=1

dvs (3.27) kan skrivas som rad; (A) gdnger kolonn;(B).

Exempel 3.2 (Rad-kolonn-regeln) Vi berdknar

A (TN
s A 5= SR IHERIH

_[1-542-7 1-6+2-8] _[19 22
~[3-5+4-7 3-6+4-8) [43 50

bj
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(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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Sats 3.3 (Rakneregler for matrisprodukt) Lat A, B, C' vara matriser sadana att f6ljande
matrisprodukter ar definierade och lat «v vara en skaldr. Da giller

A(BC) = (AB)C (associativ lag) (3.32)
A(B+C)=AB+ AC (distributiv lag) (3.33)
(B+C)A=BA+CA (distributiv lag) (3.34)
a(AB) = (aA)B = A(aB) (distributiv lag) (3.35)
I,A=A Al,=A, AcR™" (mult. med enhetsmatris) (3.36)

OpxmA = Opxn, AOnxp = Omxp, A € R™*™  (mult. med nollmatris)  (3.37)

Regeln (3.36) innebdr att enhetsmatrisen I,,, respektive I, fungerar som multiplikativ
enhet vid multiplikation fran vénster respektive hoger. Notera att vi behover anvanda enhets-
matriser av olika storlek om A dr rektangulr.

Bevis. Vi utelimnar beviset. O

Observera att vi har ingen kommutativ lag har. I sjélva verket &r AB # BA i allménhet,
dvs produkten dr ej kommutativ. Om AB = BA, s& sdger viatt A och B kommuterar. 1 sa fall
maste A, B € R™*"™ vara kvadratiska.

Associativa lagen (3.32) innebdr att vi kan skriva

ABC = A(BC) = (AB)C (3.38)

utan parenteser. Exempelvis skriver vi A3 = AAA = A(A(A)) om A € R™" ir kvadratisk.
Mer allmént kan vi bilda matrispotensen AF = A ... A (k faktorer) for kvadratisk matris A.
Likasé innebdr (3.35) att vi kan ta bort parenteser och skriva till exempel

aAzr = a(Azx) = (al)x (3.39)

Exempel 3.3 (Icke-kommutativa matriser)

12
A= |3 4 ,B:[}l g 2] (3.40)
5 6
Vi far
9 12 15
AB= |19 26 33|, BA= [i; éﬂ (3.41)
20 40 51

Hér ar AB avtyp 3 x 3 och BA av typ 2 x 2, dvs de ér inte ens av samma typ.
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Exempel 3.4 (Icke-kommutativa matriser) Med matriserna

1 2 1 2
amt Y st ] »
far vi
9 12 7 10
e [19 26] 7 [19 28] . &)

Hér har AB och BA samma typ men de ar inte lika, dvs A och B kommuterar ej.

Definition 3.4 (Transponat) Lt A € R"*™. Transponatet av A dr matrisen AT € Rxm

som ges av
(AT)ij = (A (3.44)

Att transponera en matris innebdr alltsa att lita rader och kolonner byta plats, dvs
kolonn; (AT) = rad;(A).

For att spara plats pa textraden skriver vi ibland en kolonnvektor som transponatet av en

U1
radvektor, dvs v = [v --- v,]T istillet forv = | :
Un,
Exempel 3.5 (Transponat)
1 2
A=|3 4 ,AT:B ; 2] (3.45)
5 6
Sats 3.4 (Rakneregler for transponat)
(AT =4 (3.46)
(A+B)T = AT + BT (3.47)
(@A)l = a(AT) (3.48)
(AB)T = BT AT (3.49)

Reglerna (3.47) och (3.48) innebdr att transponering dr en linjdr operation.

Bevis. Vibevisar (3.49). Enligt (3.44) och rad-kolonn-regeln (3.25) har vi

n

((AB)"),, = (AB)ji = > (4) = (BM)in(AT); = (BTAT);;  (3.50)
k=1 k=1

Detta dr (3.49). ]
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En matris A kallas symmetrisk om AT = A. En antisymmetrisk matris B uppfyller BT =
—B. En matris som dr symmetrisk eller antisymmetrisk maste vara kvadratisk. Som exempel
har vi

12 3 0 2 3
A=12 4 5 respektive B= -2 0 5 (3.51)
3 5 6 -3 =5 0
Se problem 3.6.
3.2 Invers matris
Vi erinrar oss att — A fungerar som additiv invers:
A+ (-A)=(-A)+A=0 (3.52)

dvs addition av — A upphiver addition med A. Pa liknande vis ir a~! = 1/a en multiplikativ
invers vid multiplikation av tal:

a-al=atla=1 (3.53)

dvs multiplikation med a ! upphéver multiplikation med a. Obs att ! existerar endast om
a # 0. Pa liknande sétt definierar vi multiplikativ invers for matrismultiplikation.

Definition 3.5 (Invers matris) En kvadratisk matris A € R"*" dr inverterbar (eller icke-
singuldr) om det finns en matris B € R"*" sadan att

AB=1,BA=1 (3.54)

Isa fall ar B unik, dvs det finns ingen annan matris som uppfyller (3.54), se problem 3.7.
Vi siger da att B ar inversen eller inversa matrisen till A. Inversa matrisen skrivs A~
Alltsa har vi

AAT =AT1A=T (3.55)

Matrisen &r singuldr om den den inte &r inverterbar.

Beteckningen A~! uttalas “A invers”, inte “A upphoijt till —1”. Vi talar sillan om “matris-
division” Det dr opraktiskt eftersom vi maste skilja mellan division av B med A fran vénster,
A~1B, och fran hoger, BA L, matrismultiplikation ar ju inte kommutativ.?

Den inversa funktionen till den linjira funktionen L(x) = Ax ges av multiplikation med
A=Y dvs L= (z) = A=z, om A dr inverterbar. Det foljer av att

LIL Y x)=AA ) =(AA e =Tr =2 (3.56)
LY L) =4 Az)= A Az =Tz =2 (3.57)

2. MATLAB har dock vénster- och hogerdivision.
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Vi fragar oss nu om det finns nagra inverterbara matriser och hur vi i s fall berdknar
inversen. I fallet n = 1 harvi A = a € Roch A~! = 1/a om och endast om A = a # 0.
Fallet n = 2 dr ocksd enkelt enligt nésta sats.

( \

b
Sats 3.5 (Inversenav 2 x 2-matris) Lat A = [Z } vara en 2 X 2-matris. Om ad—bc # 0,

d

A1 1 [ ¢ _b] (3.58)

:ad—bc —Cc a

sd ir A inverterbar med

Om ad — bc = 0, sd dr A singular.

\ J

Observera att uttrycket ad — bc dr inget annat dn determinanten av matrisen A, se (1.105).
Vi dterkommer till detta i avsnitt 3.3.

Bevis. Vi multiplicerar matriserna pa bada hallen:

d —blla b a bl |d -—b ad — bc 0
[_C a ] [C d] B [C d} [—c a } o [ 0 ad — bc} = (ad —be)I  (3.59)
Vi ser att om ad — be # 0, sd dr A inverterbar med den angivna inversen. Detta visar bara att

villkoret ad — be # 0 ér tillrackligt for inverterbarhet. For att visa att det ocksé dr nodvandigt
hénvisar vi till metoden i sats 3.8, se problem 3.8. O

( \

Sats 3.6 (Egenskaper hos matrisinversen)

1. Om A ir inverterbar, sa ir A~! inverterbar med inversen (A~1)~! = A.

2. Om A, B ir inverterbara, si ar AB inverterbar med inversen (AB)™! =
B~tA-L

3. Om A ir inverterbar, si ar A7 inverterbar med inversen (A7)~ = (A1),

. J

Bevis. Vibevisar 2. Vi kollar att uppfyller B~! A~! definitionen av invers i (3.54). Associativa
lagen (3.32) ger

(B'A™YAB)=B YA 'A)B=B"'IB=B"'B=1 (3.60)
och

(AB)Y(B'A ™) = ABB WA ' =ATA = A4 =T (3.61)
Bevisen av de 6vriga ldmnas till ldsaren, se problem 3.10. O

Hur beriknar vi inversa matrisen A~! om den finns? Svaret ar att vi radreducerar totalma-
trisen som bestir av A utvidgad med enhetsmatrisen, dvs [A I] ~ [I A~!]. For att bevisa detta
ska vi skriva radoperationerna pa matrisform. Vi presenterar detta forst for 3 x 3-matriser.
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Exempel 3.6 (Elementara radoperationer pa matrisform) Lat

ailx aiz2 a3
A= |ao1 a9 a3 e R3%3 (3.62)

asr az2 ass
Som exempel pa den forsta typen av radoperation i definition 2.3 tar vi
1 00 1 00 0 00
Ei=1{0 1 0|=1(0 1 Of+a|0 0 O (3.63)
0 o1 0 01 010

Den forsta matrisen till hoger ar enhetsmatrisen. Multiplikation med den andra matri-
sen plockar ut rad 2 och lagger in den som rad 3 (kolla detta). Alltsa blir multiplikation
med Ey:

ail a2 ais 0 0 0
Fi1A= |as ag aoz| +a| 0 0 0 (3.64)
asy as2 as3s3 az1 a2 a23

dvs addera o ganger rad 2 till rad 3. Dess invers dr att subtrahera o génger rad 2 fran
rad 3, dvs
1 0 0
(By)t=10 1 0 (3.65)
0 1

—

Multiplikation med matrisen

By =

2 = 9O

0
0 (3.66)
1

o o Q2

innebar att rad 1 multipliceras med faktorn v # 0 (skalning). Dess invers &r

a”l 0 0
(B)'=10 10 (3.67)
0 01
Multiplikation med matrisen
100
Ez= (0 0 1 (3.68)
010

innebar att rad 2 och 3 byter plats (permutation) (kolla detta). Den ér sin egen invers
(Eg)_l = Fjs.

Dessa tre slags matriser kallas elementira matriser och motsvarar vara tre slags elemen-
tdra radoperationer i definition 2.3. Det klart hur de generaliseras till matriser av typ
n xn.
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[ Sats 3.7 (Inverterbarhet av elementira matriser) Elementira matriser ir inverterbara. ]

Bevis. Elementira radoperationer ar inverterbara. Se dven inverserna i exempel 3.6. O

Sats 3.8 (Invers matris kan beridknas med radreducering) Matrisen A € R™*" ir inverter-
bar om och endast om den &r radekvivalent med enhetsmatrisen . De radoperationer
som reducerar A till I transformerar I till A=1, dvs [A I] ~ [T A71].

Bevis. 1. Antag att A ar inverterbar. Da ar ekvationen Az = b losbar for varje b enligt sats 3.9
och dérfor har A pivotpositioner i varje kolonn enligt sats 2.6. Men detta innebdr att A ~ 1.

2. Antagatt A ~ I, dvs
E, - -E;E A=1 (3.69)

for nagra elementédra matriser. Lat £ = F), - - - F/1, sd att KA = I. Detta dr “hdlften” av defi-
nitionen av invers i (3.54) och vi méste visa att &ven AE = I. Men de elementira matriserna
ar inverterbara och enligt punkt 2 i sats 3.6 foljer att F dr inverterbar med inversen

E'=(E,---E) '=E"'E"! (3.70)
Genom att multiplicera FA = I med E~! frin vinster och med E frdn hoger fir vi nu

E'EAE =F'YIE, dvs AE=1 (3.71)
och ddrmed dr A inverterbar med inversen

A'=E=E, - E (3.72)

Genom att multiplicera den utvidgade matrisen [A I] med E far vi

E[AIl=[EAEI=[TA™Y, dvs [AI]~[T A7} (3.73)

Det betyder att de radoperationer som reducerar A till I transformerar ocksa I till A=%, [

Ruta 3.1 (Metod for berakning av invers matris med radreducering)
Radreducera [A I]. Detta ger antingen [I A~!] eller visar att A 4r singulir.
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3.2. Invers matris

1 1
Exempel 3.7 (Berdkna invers) Med A = [1 J anvander vi elementira matrisen £ =

[ L 0} (addera —1 génger rad 1 till rad 2) och vi far

[
1 0jft 110 11 1 0
Ela 1}2{1 1} [1 10 1}:[00 -1 0] (7

Viser att A ~ [(1) (1)} har bara 1 pivotposition och A ar darfor singuldr. Som en jam-

forelse ser vi att villkoret i sats 3.5 ger ad — bc = 0, dvs singuldr matris.

Exempel 3.8 (Berdknainvers) Vi tar ett latt exempel till. Vi gor berdkningarna pd samma
sitt som i beviset av sats 3.8.

1 2 =8 1 2 " 1 0
AZ[?, 4} J+ N{o _2} j1 =4 N[O 1]21 (3.75)

Detta motsvarar foljande elementdra matriser:

P S S P R

-3 1 0 1 0 —1

Ovanstaende rakningar blir pa matrisform (genomfor berdkningarna!)

1 0 1 1 1 0]|1 2 1 0
| R

Det betyder att A dr inverterbar med inversen

R | B ILE R

Sats 3.5 ger forstas samma resultat:

e — [d _6}21[4 _2] (3.79)

:ad—bc —Cc a
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Exempel 3.9 (Berdknainvers) Vi tar en storre matris.

1 0 -2 -3 5 1 0 -2
A=13 1 =2 J+ ~10 1 4 1 (3.80)
-5 -1 9 + 0 -1 -1 j+
[1 0 -2 + 100
~ 10 1 4 T ~10 1 0| =1I (3.81)
0 0 3 E—4 2 001

Matrisen A dr alltsa inverterbar. Vi gor nu samma operationer pa matrisen /, dvs mul-
tiplicerar med motsvarande elementédra matriser (i ratt ordning):

10 27t o0 o0]ftoo][t 00
AN =EE3E;E =0 1 —4| [0 1 0| [0 1 0] |-3 1 0| (3.82)
00 1][00 23 [01 1][5 01
7 2 2
=-|-17 -1 —4 (3.83)
Sl2 1 1

For att spara plats har vi har slagit ihop de tva forsta och de tva sista radoperationerna
i en matris vardera, dvs £} och Ej. Vi inser nu att hir behovs datorberikning; att mul-
tiplicera flera 3 x 3-matriser blir ndstan ogorligt med penna och papper.

Sats 3.9 (Linjart ekvationssystem ldses med invers matris) Om A € R™*™ ir inverterbar,

s& har ekvationen Az = b en unik 16sning for varje b € R". Losningen ges av x =
A~

Bevis. Litb € R™ och sitt z = A~'b. Da fas
Az = A(A7') = (AA o =Tb=1 (3.84)
Alltsa har vi minst en [6sning z = A~1b for varje b € R™.
Antag att det finns en annan 19sning y, dvs Ay = b. Genom att multiplicera denna ekva-
tion med A~! fran vinster, s4 fir vi

Ay=b, A YAy)=A4"1, ATAy=4"1, Iy== (3.85)

dvs y = x. Alltsa dr I6sningen unik. O
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Invers matris definieras endast for kvadratisk matris, dvs av typ n x n. Om inversen existerat, sd
fér vi en formel for losningen till det linjira ekvationssystemet, dvs v = A~1b. Detta dr viktigt néir
vi utvecklar teori och bevisar satser. Men vi har sett att det dr tidskrdvande att berdkna matris-
inversen redan for mattligt stora matriser (n = 3,4), in virre for stora matriser (n = 10* med
k = 1,2,3,4 eller mer forekommer i tekniska berikningar). Dirfor anvinder vi inte l6snings-
formeln x = A0 i praktiska berékningar. I stillet loser vi linjdra ekvationssystem genom att
radreducera [ A b]. Andra berikningsmetoder kommer att presenteras i kapitel 6.

3.3 Determinant

Vi ska nu definiera determinanten det(A) for kvadratisk matris A € R™*™. Vi har redan
anvént tvaradig och treradig determinant (n = 2, 3) i samband med kryssprodukt, se (1.105)
och (1.106). Vihar ocksé sett att den tvaradiga determinanten forekommer i villkoret f6r inver-
terbarhet i sats 3.5. Vi upprepar dessa hir?.

Forn = 1:
A= [(111], det(A) = al (3.86)
Forn = 2:
A= |:a11 a12] R det(A) = a2 = 111022 — 120921 (3.87)
as1 a2 az1 a2
Forn = 3:

ailp a2 a3
det(A) = |a21 a2 a93 (3.88)
asyp as2 ass
a21 G22
asr as2

a1
a3

a2 a23
azz2 ass

= a1 — 12 (3.89)

a23
+ a3
as3

= a11(ag2ass — agzasz) — a12(ag1ass — agzas1) + aiz(agiase — azzazy) (3.90)
Observera att for n = 3 har vi
det(A) = al det(An) — a12 det(Alg) + a3 det(Alg) (3.91)

dir A;; € R**? betecknar den delmatris av A dér vi strukit rad ¢ och kolonn j. Aven fallet
n = 2 har denna form:

det(A) = a1 det(AH) — a2 det(A12) = 11022 — @120921 (3.92)

for delmatriserna dr har av typ 1 x 1, ndmligen A1 = [a22], A12 = [ag21]. Vi sdger att vi
utvecklar hér determinanten efter rad 1 som en summa av underdeterminanter det(A;;) av

3. Strecken i dessa formler kallas determinantstreck och ska inte férvixlas med absolutbelopp.
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storlek 1 mindre dn det(A). P4 samma vis kan vi utveckla det(A;;) i mindre underdetermi-
nanter. Detta leder till f6ljande rekursiva definition.

Definition 3.6 (Determinant) Lat A € R™*" vara en kvadratisk matris och lat A;; €
R(=D*(n=1) peteckna den delmatris av A dir vi strukit rad ¢ och kolonn j. Determi-
nanten det(A) definieras rekursivt p féljande vis.

Forn = 1:
det(A) = det([all]) = al1 (3.93)

Forn > 2:

det(A) = al1 det(An) — a1o det(Alg) + -0+ (—1)1+"a1n det(Aln) (3.94)

= Z(—l)prjalj det(Alj) (3.95)
j=1

I (3.95) utvecklar vi alltsa determinanten efter rad 1. Nésta sats sager att vi kan utveckla
determinanten efter vilken rad eller kolonn som helst.

Sats 3.10 (Determinanten kan utvecklas efter godtycklig rad eller kolonn) For fixt i respek-
tive fixt j har vi

det(A) =) (=1)"ay; det(Ay) (3.96)
j=1
= Z(—l)”jalj det(Aij) (3.97)

@
I
—

Formel (3.96) innebar utveckling efter rad < medan (3.97) ar utveckling efter kolonn j.

Bevis. Beviset dr ganska krangligt. Vi utelamnar det. O

Observera att termerna i utvecklingen har alternerande plus- och minustecken enligt sche-
mat

Lo o4 | dvs [(—1)"] (3.98)
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Exempel 3.10 (Utveckla determinant) Vi berdknar foljande determinant genom att
utveckla efter kolonn nummer 3 (for att dra fordel av nollorna):

1 5 0
2 4 3| =ajzdet(A3) + a23(—1) det(Agg) + ass det(Agg) (3.99)
0 -2 0
2 4 1 5 1 5
—0‘0 _2‘4-3(—1)‘0 _2‘—1-0‘2 4‘—6 (3.100)

Det ar kréngligt att beridkna determinant i allménhet, men om matrisen &r trianguldr &r
det litt.

Definition 3.7 (Triangular matris) En kvadratisk matris A € R™*™ dr uppadt trianguldir
eller overtrianguldr om a;; = 0 for i > j, dvs alla element under diagonalen 4r noll:

ailp a2 -+ QAin
A=|0 o= (3.101)
0 - 0 ap

Matrisen kallas neddt triangulir eller undertrianguldr om a;; = 0 fori < j.

Sats 3.11 (Determinanten av trianguldr matris) Determinanten av en trianguldr matris
ar produkten av diagonalelementen, dvs

n
det(A) = a11a22 - - - Anp = H Qi (3.102)
i=1

Bevis. Antag att matrisen dar overtrianguldr. Vi utvecklar efter forsta kolonnen eftersom den
innehéller manga nollor. Vi far

det(A) = a1 det(Au) = a1 (a22 det((A11)11)> =+ =Q11092 " " Qpn (3.103)

dér vi utnyttjat att delmatrisen A;; ocksa ar 6vertrianguldr och motsvarande underdetermi-
nant utvecklats efter férsta kolonnen och sa vidare. Undertrianguldr determinant behandlas
pa liknande vis. O
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Sats 3.12 (Egenskaper hos determinant) Lt A, B € R™*" vara kvadratiska matriser.
D4 har vi

det(AT) = det(A) (3.104)
det(AB) = det(A) det(B) (3.105)

Bevis. Vi utelamnar beviset. O

For att ta fram en systematisk metod for berakning av determinant atervander vi till radre-
ducering. Vi erinrar oss hur vi skriver elementéira radoperationer pa matrisform frén exem-
pel 3.6.

Exempel 3.11 (Elementara matriserigen) Ettexempel pa forsta typen av radoperation ges
av matrisen

1 0

E,=10 1

0
0 (3.106)
0 o 1

dvs addera o ganger rad 2 till rad 3. Den dr undertrianguldr med determinanten
det(E,) = 1 (3.107)

Skalning av rad 1 med faktorn o # 0 ges av

a 0 0
Er2=10 1 0 (3.108)
0 01
med det(Es) = a.
Som exempel pd permutation av tva rader tar vi
1 00
E3=10 0 1 (3.109)
0 10
dvs rad 2 och 3 byter plats. Determinanten fas genom utveckling efter rad 1:
det(E3) = 1‘2 (1)} S (3.110)

Dessa resultat generaliseras enkelt till elementdra matriser av typ n x n.

Tillsammans med produktregeln i (3.105) visar detta att determinanten dndras nastan inte
under elementdra radoperationer. Vi sammanfattar i nésta sats.
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Sats 3.13 (Determinant under elementéra radoperationer) Om E ir matrisen for en ele-
mentdr radoperation sé giller

det(EA) = det(F) det(A) = cdet(A) (3.111)
dér c beror pa typ av radoperation:

1 addera multipel av en rad till en annan rad
c= q —1 permutera tva rader (3.112)

« skala en rad med faktorn «

\. J

Pa grund av transponeringsregeln i (3.104) géller samma sak for elementdra kolonnopera-
tioner.

Vi formulerar nu en metod for berdkning av determinant. Vi kan alltid transformera en
kvadratisk matris A € R™*"™ till trappstegsform U med elementéra radoperationer utan skal-
ning:

U=E, - --E A (3.113)

sd att
det(U) = det(E,) - - - det(Fy) det(A) = (—1)* det(A) (3.114)

ddr k dr antalet permutationer. Eftersom U &r uppat triangulér sa far vi

det(A) = (—=1)* det(U) = (—1)Fuy1 - - - tpm (3.115)

Ruta 3.2 (Metod for berdkning av determinant med radreducering)
Transformera A till trappstegsform U med elementdra radoperationer utan skalning.
Da fas

det(A) = (=D*upy - upn (3.116)

dér k dr antalet permutationer som anvénts.

Detta ger ocksa ett villkor for inverterbarhet, som generaliserar villkoret i sats 3.5.

Sats 3.14 (Villkor for inverterbarhet) En kvadratisk matris A € R"*"™ ir inverterbar om
och endast om det(A) # 0.

Bevis. Vi transformerar A till trappstegsform U med elementéra radoperationer utan skal-
ning, sa att (3.116) giller. Vi vet att A inverterbar om och endast om den har pivotpositioner
i varje rad, dvs om och endast om alla u;; # 0. Detta bevisar pastaendet. O
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Exempel 3.12 (Berdkning av determinant) Vi anvinder metoden i ruta 3.2:

01 1 3 4 5| —-2 3 4 5
345 jj =(-1)o 1 1 ] =(-1o 1 1 1 (3.117)
6 7 8 6 7 8 «J+ 0 -1 -2 ]+
34 5
=(-1)0 1 1] =(=1)-3-1-(-1)=3 (3.118)
00 —1

Vi gjorde en permutation, vilket ger en faktor (—1).

Vi kan dven anvinda skalning. Formeln i (3.111) ger
1
det(A) = p det(EA) (3.119)

Vi fortsitter med skalning och far

34 5|13 1 3 3
(-Djo 1 1 =(-1)-3-(-Djo 1 1| =3 (3.120)
00 -1 | -1 00 1

Vi kan se det som att vi har brutit ut 3 ur rad 1 och —1 ur rad 3.

Eftersom determinanten inte ir lika med noll drar vi slutsatsen att matrisen ir inverter-
bar. For att berdkna inversen skulle vi behova fortsitta och transformera till reducerad
trappstegsform enligt metoden i ruta 3.1.

93
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Ovningar

3.1 Matrisalgebra

4 8
Ovning3.1 LitA = 0 1 , B = Lz 7,C: 0 4 |.Berikna
42 -2 03 1 ) 4

@A+2B (b)iA (9C-24T () BT+1iC

Ovning3.2 Med A, B, C som i 6vning 3.1 16s ekvationen oxXT + ¢ =28T.

Ovning 3.3 Berikna u”v och uv”. (Se problem 3.3.)

1 2 1 1

1 4 11 ; 11 ?)
@u=|(2|,v= 1|5 b)u = ,V = ()u = , U=

3 6 —1 2 —1 4

1 2 1 5

| —1] 2] | —1] |6 |

Ovning 3.4 Berikna AB och BA.

1 2 3 4 1 2 34 5
(a)A:[s 3]’32[5 6] (b)A:[5 3}’32[6 7 8]

Ovning 3.5 Vilka matriser kommuterar med A?

10
10 12 11
(a)A:[O _1] (b)A:[_l _1] (c)A:[O 1] (d) A= g i

N OO
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3.2 Invers matris
Ovning 3.6 Berikna A~!. Anvind bade sats 3.5 och sats 3.8.

43 4 2 0 1 1 2
(a)A:[Q 1] (b)A:[2 J (C)A:[l o] (d)A:[O 3]

Ovning 3.7 Berdkna A~

12 0 1 3 2

@A=1{0 1 2] ®A=|-1 0 2
0 0 1 2 11
1 3 2] -2 1

@©QA=|2 6 4| DAa=]1 -2 1
2 1 1] 0 1 -2

Ovning 3.8 Berikna A~! och anvind den for att losa ekvationen Az = b.

2 2 -1 1
A=1]1 -1 -2(,b= |2
1 0 -1 3

1 4 2
Ovning 3.9 LétA:[2 1},32 0 -1 3 ,C:[l 1 2}
1 0 -1 3 1
1 1 1
Los matrisekvationen.
(a))AXB=C (b)AXB=XB+C
3.3 Determinant
Ovning 3.10 Berikna det(A).
_[5 =3 _|cos(z) —sin(x)
@A = 14 0} (b)A_[sin(x) cos(x)}
2 13 PR
(A=1|1 0 2| (A=
15 3 75 9 2
- 9 3 59
Ovning 3.11 Berikna det(A).
; g 2 19O 123 4 2!
@A=10 0 3 7 (b)A:{5 6 7 8] ©A= (1] _12
0 00 4
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Ovning 3.12 Berikna det(A3B") med A = [;1 ﬂ och B = E 2}

Problem

3.1 Matrisalgebra

Problem 3.1 Bevisa (A + B)? = A%2 + AB + BA + B?. Motivera varje steg i beviset
med hénvisning till rakneregler.

Problem 3.2 Bestim A* for alla heltal & > 1.

wa=y o] wa=[m

Problem3.3 Latu € R™, v € R™. Vad ir di kolonnerna i matrisen A = vl € R™*"?
Visa att Az € span{u} om z € R"™. Matrisen uv? € R™*" kallas tensorprodukten av
vektorerna u och v och tecknas u ® v. (Se 6vning 3.3.)

Problem 3.4 Litu € R™. Visa att matrisen A = u ® u = uu! € R™*" ir symmetrisk,
dvs att AT = A.

Problem 3.5 Lit A € R™*", Visa att matrisen B = AT A € R™*" ir symmetrisk, dvs
att BT = B.

Problem 3.6 Antag att A dr antisymmetrisk, dvs att AT = — A. Visa att A ir kvadratisk
och att alla dess diagonalelement &r 0, dvs alla a;; = 0.
3.2 Invers matris

Problem 3.7 I definition 3.5 pastar vi att den inversa matrisen ar unik. Bevisa detta.
Mer precist: 1lat A € R™™™ och antag att det finns matriser B, C' € R™*" sadana att
BA=AB =1ochCA = AC = I.Bevisaatt B = C. Se dven problem 3.12.

Problem 3.8 Anvind sats 3.8 for att bevisa sats 3.5.

Problem 3.9 Visa att A € R™*™ &r singuldr om en av dess rader dr en multipel av en
annan rad.
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Problem 3.10 Bevisa riknereglerna i sats 3.6.

3.3 Determinant

Problem 3.11 En kvadratisk matris A kallas nilpotent om A*¥ = O for nagot heltal
kE>1.

0 a c
(a) Visaatt A= [0 O b]| &r nilpotent.
0 0 0

(b) Visa att determinanten for en nilpotent matris &r 0.

Problem 3.12 Antag att A ar kvadratisk och AB = I for ndgon matris B. Visa att A ar
inverterbar med inversen B. (Om AB = I, si kallas B hogerinvers till A. Pastdendet
ar alltsa att om en kvadratisk matris A har en hogerinvers B, sa dr B en invers, dvs den
ir dven en vinsterinvers : BA = 1.)

1 a a2

Problem 3.13 Visaatt |1 b b%| = (a —b)(b—c)(c — a).
1 ¢ &2






4. Linjara rum

Vektorrum och underrum
Baser och komponenter

Dimension och rang

Skalarprodukt, ortogonalitet, projektion

Minsta kvadratmetoden

Skalarproduktrum

Vi har sett att i mdngden av geometriska vektorer kan vi addera och multiplicera med
skaldr sa att de vanliga riknereglerna galler. Med andra ord: vi kan skapa nya vektorer
genom linjdr kombination. Vi kan ocksd bilda skaldrprodukt och ortogonal projektion. Vi
ska nu se att dessa begrepp dr fundamentala och kan anvindas i andra méngder ocksd, till
exempel i R™ och i funktionsrum. Sddana mdngder kallas linjira rum eller vektorrum.

4.1 Vektorrum och underrum

Definition 4.1 (Linjart rum) Ett linjdrt rum (eller vektorrum) ér en icke-tom mangd V'
av element (kallade vektorer) som vi kan addera och multiplicera med skaldr. Foljande
rakneregler ska vara uppfyllda for alla vektorer u, v € V och skalédrer o, 8 € R.

lL.u+veV (sluten under addition) (4.1)
2.u+v=v-+u (kommutativ lag) (4.2)
3.(u+v)+w=u+ (v+w) (associativlag) (4.3)
4.30€V (u+0=u) (det finns nollvektor) (4.4)
5. 3—u €V (u+ (—u) =0) (det finns motsatt vektor) (4.5)
6.aucV (sluten under multiplikation med skaldr)  (4.6)
7.a(u+v) = au+ av (distributiv lag) (4.7)
8. (a+ plu=au+ Pu (distributiv lag) (4.8)
9. (af)u = a(pu) (associativ lag) (4.9)
10. lu =u (4.10)

99
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Punkterna 1 och 6 innebér att méngden V ér sluten under bildande av linjar kombination:
en linjar kombination av vektorer i V' dr ocksé en vektor i V' (dvs en vektor av samma slag):

u=cv+---+epu, €V (4.11)

Det ér ofta detta som dr svért att kolla medan 6vriga regler ar naturliga och enkla.

Med ett rum menar vi en méngd som har nagon extra struktur; i det har fallet linjdr struktur
(addition och multiplikation med skalér). Vi har da ett linjdrt rum dven kallat vektorrum.

Hér definierar vi reellt vektorrum eftersom skaldrerna &r reella tal. Vi kan ocksa definiera
komplext vektorrum genom att lata skaldrerna vara komplexa tal, o, 5 € C.

Vi har redan tre exempel pa linjdra rum: geometriska vektorer (se sats 1.1 och sats 1.2),
kolonnvektorer R™ (se sats 2.4) och matriser R”"*"™ (se sats 3.1). Har ett nytt exempel.

Exempel 4.1 (Funktionsrum) Lat V' = (C(]0, 1]) vara mingden av alla kontinuerliga
funktioner f: [0, 1] — R. Addition och multiplikation med skaldr definieras punktvis,
dvs funktionerna f + g och af definieras genom

(f +9)(x) = f(2) + 9(z), (ag)(x) = ag(z), =< [0,1] (4.12)

Vi kollar reglerna i definition 4.1. Antag att f, g € C([0, 1]), dvs kontinuerliga funktio-
ner pa [0, 1]. Dddr f + g och o f ocksa kontinuerliga pa [0, 1] enligt sats 3.4 i bokseriens
del I. Det betyder att f + g € C([0,1]) och af € C([0,1]), sa som krévs i punkterna 1
och 6. Detta ér icke-triviala resultat frdn del I. Resten &r enkelt: vi raknar punktvis med
de vanliga raknereglerna for reella tal. Till exempel: nollfunktionen 4r O(z) = 0 for
alla z € [0, 1]. Alltsé ar C([0, 1]) ett vektorrum dir vektorerna ar funktioner. Darfor
kallar vi det for ett funktionsrum.

Definition 4.2 (Underrum) Ett underrum av ett vektorrum V' ér en delméngd U av V
(dvs U C V) sadan att (med de linjdra operationerna fran V)

u,vel —= u+tvelU (4.13)
uelUa€eR = auelU (4.14)

dvs mingden U ér sluten under linjar kombination.

Ett underrum U ir sjdlvt ett vektorrum. Forst noterar vi att nollvektorn tillhér U, 0 € U,
genom att ta o = 0 i (4.14). Sedan foljer alla 6vriga rakneregler: de gélleri V ochallau € U
ariV. Till exempel u,v € U medfor att u + v = v + u for detta gélleri V.

Alla vektorrum V har tva triviala underrum:

U = {0} bestér endast av nollvektorn (4.15)
U = V hela rummet (4.16)

De ér det minsta respektive det storsta underrummet; andra underrum ligger daremellan,
{0} CU CV.
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Exempel 4.2 (Underrumtill R?) Rummet R? ir ej underrum till R3, for R? ir ej delmangd
till R3. Men

U:{UE]R?’]1)3:0}:{1)6R3|v:[v1 V9 O]T} (4.17)

drunderrum till R3, darfor att v5 forblir 0 under addition och multiplikation med skaldr,
dvs méngden U ér sluten under linjar kombination. Geometriskt kan vi tolka U som
x122-planet.
Mer allmint: ett underrum till R? 4r antingen en rit linje genom origo eller ett plan
genom origo.

Ett viktigt satt att bilda underrum 4r att bilda ett linjart holje. Detta dr ocksa ett viktigt satt
att beskriva ett underrum, ndmligen att ange en mingd av vektorer som spdnner upp rummet.

Sats 4.1 (Linjdra holjet ar underrum) Lit vy,...,v, € V och U = span{vy,...,vp}.
Da ir U ett underrum till V.

Bevis. Latu,v € U = span{v,...,v,}, dvs
u=a1v1 + -+ apvy, vV=>bvr+---+ by, (4.18)

for ndgra koefficienter ay, och by. D4 har vi

u+v=(a;+b)vi+---+ (ap+bp)vy (4.19)
au = (aay)vy + -+ - + (aap)vp (4.20)
dvsu+v e UochaueU. O

Om vi har en matris A € R"*" sa far vi tvd viktiga underrum till R” respektive R™.

Definition 4.3 (Nollrum och kolonnrum) Lit A = [a; -+ ap] € R™*™. Nollrummet till
Adr
N(A) ={z eR" | Az =0} (4.21)

Kolonnrummet till A ar
C(A) = span{ay,...,an} (4.22)

Nollrummet ér alltsa mdngden av alla vektorer i R” som avbildas pd 0 € R™ av den linjdra
avbildningen L: x +— Ax. Vi erinrar oss frdn definition 2.11 att

span{ai,...,an} = {y € R™ | y = Az for nagot z € R"} (4.23)

dvs att kolonnrummet till A dr virdemangden till L, C(A) = R(L).



102 4.1. Vektorrum och underrum

Sats4.2 (Nollrummet drunderrum) Lt A € R™*" Nollrummet N (A) dr ett underrum
till R™.

Bevis. Antagx,y € N(A), dvs Ax = Ay = 0. Da far vi
Alax + py) = aAz + Ay =0 (4.24)

dvs ax + By € N (A), vilket visar att A/(A) ér sluten under linjar kombination. O

Sats 4.3 (Kolonnrummet &r underrum) Lat A € R"*™. Kolonnrummet C(A) &r ett
underrum till R™.

Bevis. Eftersom C(A) = span{ay, ..., ay}, sd foljer pastiendet av sats 4.1. O

Exempel 4.3 (Nollrum och kolonnrum) Med en (dator)berédkning far vi

A=

-1 4 25 1]N[1 0 2 5 3] (4.25)

5 1
4 -6 25 9 01135}
Nollrummet fas genom att I6sa den homogena ekvationen Az = 0. Vi har tre fria vari-
abler: x3, x4 och x5. Med 3 = s, x4 = t, x5 = w blir 16sningarna pa parameterform

—2s5 — 5t — 3u =% ) -3
5, _ 1 5 1
—s—gt—3u -1 —3 —3
B = s =s| 1|+t 0| +ul|l 0| =sv+tvy+uvy (4.26)
t 0 1 0
U 0 0 1
Det betyder att nollrummet ar
-2 -5 -3
-1 _3 _1
2 2
N(A) = span{vy, vz, v3} = span 1(,1]01],[0 (4.27)
0 1 0
0 0 1

Mingden {vy, v, v3} dr linjirt oberoende, for vi har en etta och resten nollor pé plats
3, 4, 51 respektive vektor.

Kolonnrummet kan vi skriva ned direkt

co-sotrcom{[ L]

Eftersom det finns icke-triviala homogenlésningar, sd forstar vi att mangden {a; }?:1
ar linjart beroende. Vi ska senare se att de tva forsta vektorerna (dvs pivotkolonnerna)



Kapitel 4. Linjdara rum 103

bildar en linjirt oberoende méngd och récker for att spinna upp helaC(A),dvs C(A) =
span{ai, as} (se exempel 4.10).

Vi har beskrivit de tvd rummen A (A) och C(A) genom att ange tvd linjirt oberoende
méngder som spanner upp dem.

Vi samlar négra observationer om nollrummet och kolonnrummet. Vi erinrar oss forst att
16sningsméingden till Az = b har formen x = x, + xy, (om den inte dr tom) enligt sats 2.7.

Ruta 4.1 (Nollrummet och kolonnrummet)
Lit A € R™*",

1. N(A) CR™ C(A) CR™.

2. Litt att testa om 2 € N (A): berikna Az.

3. Svartatt hittaen z € N'(A):16s Az = 0.

4. Létt att hitta en b € C(A): bilda linjir kombination b = >"}'_ | cjay.
5. Svartatt testaom b € C(A): los Az = b.

6. © € N'(A) om och endast om z dr homogenlésning till Az = b.

7. b € C(A) om och endast om Az = b har en partikuldrlosning.

8. Losningen till Az = b ér unik (om det finns ndgon) om och endast om NV (A) =

{0}.

9. Az = bér losbar for varje b € R™ om och endast om C(A4) = R™.

Villkoret N'(A) = {0} (trivialt nollrum) ér alltsa associerat med entydighet och villkoret
C(A) = R™ (trivialt kolonnrum) ar associerat med l9sbarhet enligt punkterna 8 och 9. D
m = n ér dessa villkor ekvivalenta enligt nista sats, som &r en omformulering av sats 3.9.

Sats 4.4 (Triviala kolonnrum eller nollrum &r ekvivalent med inverterbarhet) Lit A €
R™ ™ Foljande pastaenden ar ekvivalenta.

o A ir inverterbar.
« N(A) ={0}.
« C(A) =R"

\. J

Bevis. A ér inverterbar om och endast om A ~ I. Men A ~ [ dr ekvivalent med att A har
pivotpositioner i varje rad, dvs vi har inga fria variabler i ekvationen Az = b. Detta ér i sin tur
ekvivalent med att Az = b har unik 16sning for alla b € R”. Alltsa: bdde N'(A) = {0} (inga
fria variabler) och C(A) = R" (1osbarhet for alla b) r ekvivalenta med att A ~ 1. O
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Vi avslutar detta avsnitt med att definiera linjér operator i allmanna vektorrum. D4 kan vi
sedan presentera viktiga linjira operatorer som inte ar av formen L(z) = Ax.

Definition 4.4 (Linjar funktion) L&tV och W vara linjdra rum. En funktion L: V. — W
kallas linjir funktion (eller linjdr operator) om den bevarar linjar kombination, dvs om

L(au + Bv) = a(L(u)) + B(L(v)) (4.29)
for alla u, v € V och for alla a, 8 € R. Nollrummet och virderummet for L ar

N(L)={ueV | L(u) =0} (4.30)
R(L)={weW | w= L(u) for ndgotu € V'} (4.31)

Virderummet kan nu inte kallas kolonnrum, for det behover inte finnas ndgon matris A
sddan att L(z) = Axz. Vi siger virderummet istillet f6r virdeméngden dirfor att R(L) ér ett
linjart rum, vilket vi ska strax visa i sats 4.5.

Linjdra operatorer skrivs ofta utan parenteser, dvs Lu istallet for L(v). Till exempel far vi
da L(au + fv) = a(Lu) + B(Lv). Vi kan ocksé addera och multiplicera linjira operatorer:

(L+ K)u=Lu+ Ku (4.32)
(aL)u = a(Lu) (4.33)

Den senare identiten skrivs ofta utan parenteser: aLu = (aL)u = «(Lu), precis som for
matris-vektormultiplikation i (3.39). Mdngden av linjdra operatorer V' — W blir da ett vek-
torrum och de “vanliga raknereglerna” giller, pd samma sitt som for mangden av matriser i
sats 3.1. Vi gér inte igenom detaljerna.

Sats 4.5 (N(L) och R(L) &r underrum) Nollrummet A (L) och virderummet R(L) dr
underrum till V' respektive W.

Bevis. Att N'(L) ir ett underrum till V visas pd samma vis som sats 4.2. For att visa att var-
derummet ér ett underrum till W, antar vi nu att w, z € R(L), dvs w = Lu och z = Lv for
nagrau,v € V.Dé farvi aw + Bz = aLu + fLv = L(au + fv), dvs aw + Bz € R(L).
Virderummet ér alltsa slutet under linjir kombination och darmed ett underrum. O]

Exempel 4.4 (Differentialoperator) Lit V' = C?(R) vara mingden av alla tva ginger
kontinuerligt deriverbara funktioner u: R — R och W = C(R) vara médngden av alla
kontinuerliga funktioner. Att V och W ir linjdra rum visas som i exempel 4.1. (Rummet
V' dr slutet under linjar kombination, eftersom en linjar kombination av deriverbara
funktioner ar ocksa deriverbar. I sjilva verket ar C?(R) ett underrum till C'(R).)
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Vi definierar differentialoperatorer av ordning 1 och 2:

D:V - W, D:uw— (4.34)
D?=DD:V — W, D?: u— u” (4.35)
L=D>4+1:V =W, L:u—u" +u (4.36)

Vihar L: V — W eftersom om vi deriverar u € C?(IR) tva ginger sa far vi en konti-
nuerlig funktion, dvs en funktion i W = C'(R). Vidare ger deriveringsreglerna att

L(au+Bv) = (au+pv)"+(au+pv) = a(u”+u)+B("+v) = aLu+BLv (4.37)

dvs L ér linjar.

Nu ska vi undersoka ekvationen Lu = f med f € W. Precis som for linjdra ekvations-
system i sats 2.7 kan vi visa att I6sningsmédngden har formen v = u, + u, om den inte
ar tom, dvs om det finns en partikuldrlosning (se sats 3.7 i bokseriens del II). Vi borjar
med den homogena ekvationen Lu = 0, dvs differentialekvationen

o’ (z) +u(x) =0 (4.38)
Vi kommer ihdg frén del II att allmédnna l6sningen ér
u(z) = acos(x) + bsin(x), a,beR (4.39)
Det betyder att nollrummet till L &r
N (L) = span{cos, sin} (4.40)

Vi tar sedan (for enkelhets skull) f(z) = 22 och soker en partikularlésning till Lu = f,
dvs
u”(z) + u(z) = 22 (4.41)

Insittning av ansatsen up(z) = Az? + Bx + Cger A = 1, B = 0,C = —2, dvs
up(x) = 2? — 2. Losningsméngden ér pa formen

u=up+uy, medup(r)= 2 — 2ochuy € span{cos, sin} (4.42)

I del II visade vi att differentialekvationen &r 1osbar for alla f € C(R). Det betyder att
viarderummet ir R(L) = C(R) = W.

Nu kan vi studera linjira operatorekvationer, mer allménna 4n linjara ekvationssystem, till
exempel linjdra differentialekvationer. Om L: V' — W ir en linjdr operator, sa kan vi stdlla
upp en linjir ekvation: givet w € W s6k v € V' sadan att

Lv=w (4.43)

Precis som for linjart ekvationssystem Az = biruta 4.1 har vi att
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1. Ekvationen Lv = w ér losbar for alla w € W om och endast om R(L) = W.
2. Losningen ér unik om och endast om N (L) = {0}.

Om bada dessa villkor ar uppfyllda s har vi alltsa fér varje w € W en unik l6sning v € V.
Detta definierar en invers funktion L=1: W — V genom att vi tar L™ 1w = v.

Viuppepar detta med beteckningar fran avsnitt 2.1 i bokseriens del I. Villkoret R(L) = W
innebdr att funktionen L: V — W dr surjektiv,

YweW JveV (w= Lv) (4.44)
Detta ir sjilvklart. Villkoret V(L) = {0} innebér att L dr injektiv, dvs
Vor,vg €V (v1 #vy = Lvy # L) (4.45)
For att se detta anvinder vi att L ar en linjdr operator sa att
Lvy = Lvy <= L(v; —v2) =0 < v —vy € N(L) (4.46)

Det dr nu klart att L ar injektiv om och endast om NV (L) = {0}. Om L ér bijektiv, dvs bade
injektiv och surjektiv, sa ar den inverterbar. Inversen v = L~'w definieras som den unika
16sningen till Lv = w.

Sats 4.6 (Inversen ar en linjar operator) Antag att L: V' — W ér en linjdr och bijektiv
operator. Da ir den inversa operatorn L~1: W — V linjar.

Bevis. Vilamnar beviset till problem 4.1. O]

I exempel 4.4 formulerade vi en linjér differentialekvation som en linjdr operatorekvation.
Vi tar ett exempel till.

Exempel 4.5 (Randvérdesproblem) I avsnitt 6.5 i del I studerade vi randvardesproblem
av typen

{ —u"(z) = f(z), O<z<1 e

u(0) =0, u(1) =0

Vi ska formulera detta som en linjar operatorekvation.

Lit C([0,1]) och C2([0,1]) vara mingderna av alla kontinuerliga funktioner respek-
tive alla tva ganger kontinuerligt deriverbara funktioner u: [0, 1] — R. Lat C2([0,1])
beteckna underrummet av funktioner som uppfyller de homogena randvillkoren i
(4.47):

C3(10,1]) = {u € C2([0,1]) | u(0) = 0, u(1) = 0} (4.48)

Vi viljer V. = CZ2([0,1]) och W = C([0,1]). Att V och W ir linjira rum visas som
i exempel 4.1. Att C2([0, 1]) ér ett underrum till C2([0, 1]) beror pé att de homogena
randvillkoren bevaras under linjir kombination.



Kapitel 4. Linjdara rum 107

Vidare definierar vi differentialoperatorn
L=-D%>V W, L:uw— —u" (4.49)

och later f € W.Randvirdesproblemet (4.47) ar d ekvivalent med operatorekvations-
problemet att finna v € V sadan att Lu = f.

Losningar fis genom att integrera differentialekvationen i (4.47) tva ganger:
—u"(z) = f(x), u(z)=-F(@)+C, ul@)=-G@x)+Cx+D (4.50)

ddr F dr en primitiv funktion till f, G 4r en primitiv funktion till F' och C, D &r integra-
tionskonstanter. Konstanterna kan bestimmas med hjdlp av randvillkoren. Detta visar
att det finns 16sningar, dvs R(L) = W (surjektiv).

Den homogena ekvationen har allminna 16sningen u(xz) = Cx + D = 0, eftersom
randvillkoren ger C' = D = 0. Detta visar att N (L) = {0} (injektiv).

Operatorn L: V' — W dr alltsd inverterbar och den unika l6sningen kan skrivas u =
L~!f. Obs att randvillkoren #r inbyggda i operatorn L via dess definitionsmangd V' =
C3([0, 1]). Detta ar viktigt; annars vore L inte injektiv.

4.2 Baser och komponenter

For x € R™ har vi

1 0
T 0 1 . n
z= || =x1|.| + a2 O +.. 4z, 0 :Zl'jej (4.51)
Tn i : J=1
0 0] 1

ddr e; dr den j:te basvektorn med endast nollor utom en etta i rad nummer j. Vi kallar mang-
I

den E = {e1,...,e,} standardbasen for R" och [x]g = | i | komponenterna for x i basen
Tn

E. (Hir ér [x]|p = x eftersom F dr standardbasen.) Vi noterar att mingden FE ér linjart obe-

roende och spanner upp R". Mer allmént har vi foljande definition.
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Definition 4.5 (Bas) En bas for vektorrummet V' ar en linjdrt oberoende mingd B =
{b1,..., by} av vektorer som spdanner upp V, dvs V' = span{by, ..., b, }. Komponen-
terna for v € V ibasen B ir koefficienterna

C1 B
W= |:|, dirv= chbj (4.52)

@y G=i

Beteckningar: B = {b1,...,b,} 4r en bas som bestar flera basvektorer b;. Vektorerna
kallas inte baser, de ir basvektorer!!

Vi gor en enkel observation.
Sats4.7 (Komponenterna drunika) Lat B = {by, ..., by} varaen bas fér vektorrummet
V. Da kan varje v € V skrivas entydigt som v = )., ¢;b;, dvs komponenterna
[v]p = [c1- - - ¢u]7 dr unika.

Bevis. Eftersom V' = span{by,...,b,} sd kan varjev € V skrivasv = >

j=1¢jbj. Antag nu
att v kan skrivas som linjar kombination pa tva sitt,

n n
v=) cibj, v=>_ djb; (4.53)
j=1 j=1
Da far vi
n
Z(Cj - dj)bj =0 (4.54)
j=1
Men B ir linjart oberoende, sd att alla ¢; — d; = 0, dvs ¢; = d;. Alltsa: att B ir linjart
oberoende medfor att komponenterna ér unika. O

En bas B for V innehaller den minsta tillrackliga information som beskriver V': ta bort en
vektor fran B sa kan viinte bilda hela V; lagg till en vektor sa dr B inte langre linjart oberoende.

Exempel 4.6 (En bas for R®) Vi betraktar méngden

17 2] [3
B={b,bo,bs} ={ |4], |5], |6 (4.55)
1 1] |3

For att avgora om B ér en bas for R?3 bildar vi matrisen Py = [b1 ba b3] och radreducerar
(med datorns hjalp)

1 2 3 1 00
Pg=1|4 5 6/~1(0 1 0 (4.56)
1 1 3 0 0 1

1. Detta dr ett vanligt nyborjarmisstag.
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Vi drar slutsatsen att Pp ar inverterbar och dirmed att V'(Pg) = {0} ochC(Pg) = R3
enligt sats 4.4. Testet for linjart oberoende dr vektorekvationen x1 by +x2b2 +3b3 = 0,
dvs Pgz = 0. Men N (Pp) = {0} betyder att vi har endast triviala 16sningen 2z = 0,
dvs B ir linjart oberoende. Att span(B) = C(Pp) = R? innebir att B spanner upp hela
R3. Alltsa: B ir en bas for R3. Den ir annorlunda 4n standardbasen E = {ej, e, e3}.

Nu kan vi uttrycka en godtycklig vektor i basen B. Till exempel x = [1 1 1]T. Vi loser
Ppc =z, dvs

1 2 3 1 100 —3 -3
4 56 1|~|01 0 0O, ¢c=1|0 (4.57)
1 1
1131 (001 1 1
Alltsa: komponenterna ér [z] = ¢ = [—3 0 3]

Vi ska nu diskutera hur komponenterna dndras ndr vi byter bas i R™. I standardbasen

x1
E = {ei,..., ey} har vektorn x komponenterna [x]p = x = | ! |.Ien annan bas B =
Tn
{b1,...,b,} harvi
C1 n
[zlp=c= ||, x:chbj:[bl ... bple = Ppe (4.58)
Cn j=t
dir vi infort basvektormatrisen
Pg=1by -+ by) (4.59)

Sambandet mellan komponenterna i standardbasen och i den nya basen ér alltsa z = Pgc,
dvs

[z]g = Pp [z]B (4.60)

Matrisen Pp dr inverterbar (varfor?), s den inversa transformationen ges av
[z]s = P5' [z]e (4.61)
Om vi har ytterligare en bas D = {dy,...,d,}, sd far vi
[z]g = Pp[zlp, [2]lp =Pp'[z]g, Pp=I[d - dy] (4.62)
Tillsammans med (4.60) ger detta
[z]p = P! [z]p = Py P 2] (4.63)

Vi har bevisat f6ljande sats.
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Sats 4.8 (Basbyte i R") Lat B = {b1,...,b,} och D = {di,...,d,} vara tvé baser i
R™ med basvektormatriser Pg = [by ... by] respektive Pp = [d; ... d,,]. D4 giller

Pplz]lp = Pglx]lp, [z]lp= PD_1 Pg [z]p (4.64)

I ett vektorrum V' som inte dar R™ har vi ingen standardbas och ingen basvektormatris.

Men om det finns en bas B = {b1,...,v,}, s kan vi alltid skriva entydigt v = 3°7_, ¢;b;
och definiera en komponentavbildning Lp:
Lp:V - R" (4.65)
v [v]B (4.66)
dir [v]g = c=[c1 --- c,)T. Viillustrerar detta med ett rum av polynom.

Exempel 4.7 (Bas for polynomrummet) Vi liter Ps beteckna méngden av alla polynom
av grad hogst 5. Det ar klart att en linjar kombination av polynom av grad hogst 5 ar
ocksé ett polynom av grad hogst 5. Ps dr alltsa ett linjart rum, ett underrum till C'(R).

Omp € P5sd
5

p(z) =ao+ a1z + asx? + asx® + agxt + azz® = Z agpg(x) (4.67)
k=1

med py(z) = 2F, dvs
po(z) =1, pi(x) = z, pa(x) = 2°, p3(x) = 2°, pa(x) = 2*, ps(z) = 2° (4.68)

Vi har alltsd P;s = span(B) med B = {po, p1, P2, P3, P4, D5 }-

Ar mingden B linjirt oberoende? Vi loser den homogena vektorekvationen
22:1 cepr = 0, dvs

co + a1z + cox? + 323 + curt + e52° =0 (4.69)

Genom att viljaz = 0 farvicy = 0 och dirmed ¢,z + coz? + 3z + caxt + c5x® = 0.
Vi forkortar med z, véljer sedan x = 0 och far ¢; = 0. Pa detta vis visar vi att vi
har endast den triviala 16sningen dir alla ¢, = 0. Alltsa: B ir linjart oberoende och
P5 = span(B), dvs en bas for Ps.

Komponentavbildningen &r

Lp: P, > RS (4.70)
e
5 Zl
_ _ 2
pP=>Y api+ [plz = as (4.71)
k=1
aq

| @5
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Till exempel p(z) = (1 — 2)? = 1 — 22 + 22 ger

1
=2
1
bl = | (4.72)
0
L 0
Sats 4.7 betyder att komponentavbildningen 4r inverterbar.
Sats 4.9 (Komponentavbildningen &risomorfism) Lat B = {by, ..., b, } vara en bas for
V. Komponentavbildningen
Lp:V = R" (4.73)
v [v]p (4.74)
ar linjar och inverterbar.

Bevis. Att Lp dr linjéar dr klart. Resten foljer av Sats 4.7. Att varje v € V kan skrivas v =
dojo1cibj, darulp =c=ler - cn]”, betyder att R(Lg) = R", dvs att Lp ir surjektiv.
Att komponenterna dr unika betyder att Lp ér injektiv. Den ér alltsd bijektiv och darmed
inverterbar. O

En linjar och inverterbar avbildning kallas isomorfism. Komponentavbildningen ar alltsa
en isomorfism mellan vektorrummen V och R”. Vi siger att vektorrummen &r isomorfa, V' o~
R™. Det betyder att de har samma linjara struktur. Till exempel har vi sett att P5 ~ RS.

4.3 Dimension och rang

Vi har sett om V har enbas B = {by,...,b,} sddr V isomorft med R". Isomorfismen ges av
komponentavbildningen L : v — [v] 5. Det verkar troligt att alla baser fér V har n element,
dvs lika manga som R". Vi ska nu bevisa detta. Forst visar vi att alla baser for V" har hogst n
element.

Sats 4.10 (Alla baser har hégst n element) Lit B = {b1,...,b,} vara en bas fér V. D
ar varje delméngd av V' med fler én n element linjart beroende.

Bevis. LatU C V vara en delmiéngd med fler &n n element, dvs U = {uy}}_; € V med p >
n. Vi har bevisat satsen i R™, se sats 2.9. Alltsa 4r méngden av komponentvektorer Lp(U) =
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{[ur) B}, _; linjirt beroende i R™. Det betyder att det finns koeflicienter ¢y, ej alla lika med 0,
sa att

O=clwmlp+-+ cp[up]B (4.75)
=cLp(ur) + -+ ¢, Lp(up) (4.76)
= LB(01U1 + -+ cpup) (4.77)

Hér har vi anvént att komponentavbildningen ar linjar. Men den dr ocksa inverterbar (sats 4.9),
sd att
crug + -+ cpup = LH(0) =0 (4.78)

Det bevisar att U ir linjért beroende. O

Sats 4.11 (Alla baser har lika manga element) Alla baser for ett vektorrum V har lika
ménga element.

Bevis. Lat B och D vara tva baser for V. Eftersom D dr linjart oberoende och B en bas, s&
sdger sats 4.10 att #D < #B. Genom att lata B och D bytaroll far viatt #8 < #D. Alltsa: lika
manga. (#5 betecknar antalet element i mangden S.) O

Antalet basvektorer ir rummets dimension.

Definition 4.6 (Dimension) Om vektorrummet V' spanns upp av en dndlig miangd sa ar
V ett dndlig-dimensionellt ram, annars odndlig-dimensionellt. I andliga fallet ar dimen-
sionen for V, dim(V') = #B, ddr B ér en bas. I oandliga fallet skriver vi dim(V') = oo
ochom V = {0} sa dr dim(V") = 0.

Vi har redan nagra exempel: dim(R") = n, dim(P5) = 6.

Exempel 4.8 (Odndlig-dimensionellt vektorrum) Lit V' vara mangden av alla talfoljder
xr = (x1,22,...) = ()52, Viadderar dem och multiplicerar dem med skaldr term-
vis och far nya talfoljder, se del I. V" ér alltsé ett linjart rum.

Rummet V" har ingen (4ndlig) bas. Mangden {e; }5:1 med
ej =(0,...,0,1,0,...) (1iterm nummer j) (4.79)

ar linjart oberoende; det dr latt att se. Den dr en linjart oberoende delmingd av V' med
p element. Enligt sats 4.10 méste varje bas B = {by, ..., b, } fér V ha minst p element,
dvs n > p. Men p dr godtyckligt, sa detta ar omojligt. Alltsa: dim(V') = oo.

Aven C(R) ir ett oandlig-dimensionellt vektorrum. Mangden {p; } ", dir py(z) =
¥, dr namligen en linjirt oberoende delmingd av C(R) med m + 1 element. Eftersom

m dr godtyckligt, s far vi dim(C(R)) = oo.
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Exempel 4.9 (Differentialoperator) I exempel 4.4 studerade vi differentialoperatorn L =
D? + 1 och bestimde dess nollrum

N (L) = span{cos, sin} (4.80)
Ar miangden B = {cos,sin} linjir oberoende? Vi 16ser den homogena ekvationen
acos +bsin = 0, dvs

acos(z) + bsin(z) =0 (4.81)

Medz = 0 firvia = 0 ochmed z = 7/2 far vi b = 0. Vi har endast den triviala
16sningen och darfor dr B en bas f6r V(L) och dim(N (L)) = 2.

Nu atervéander vi till viktiga underrum i R": nollrum och kolonnrum f6r matriser.

Exempel 4.10 (Dimension fér nollrum och kolonnrum) Vi édtervander till exempel 4.3.
Radreducering ger

A=

-1 4 2 5 -1 1 0 2
4 —6 2 5 9 01 1

5 3
2 2

Vi har tre fria variabler x1, x2, v3. Homogena ekvationen Az = 0 har l6sningarna pa
parameterform

=7 -5 -3
5 1
— = —3
z=s|1|[4+t| 0 |+ul| 0| =svy+tve+ uvs (4.83)
0 1 0
0 0 1
Det betyder att nollrummet &r
N(A) = SPal’l{’Uh v2, U3} (484)

Det ér klart att mdangden B = {v1, va, v3} dr linjirt oberoende, vektorerna har ju varsin
etta och resten nollor i raderna 3, 4, 5. B ir en bas for N'(A) och dim(N(A)) = 3.

Kolonnrummet ar

(v ARG |

Fem vektorer i R? kan inte vara linjirt oberoende (sats 2.9). Men pivotkolonnerna,
kolonn 1 och 2, i den reducerade trappstegsmatrisen U ér linjart oberoende och spén-
ner upp R?. Ekvationerna Az = 0 och Uz = 0 har samma losningar. Det betyder att
elementdra radoperationer bevarar linjdra samband mellan kolonnerna. Dérfor ar ocksa
pivotkolonnerna, kolonn 1 och 2, i A linjirt oberoende och spanner upp R2. Vi har
alltsa

C(A) = span{a;}3_, = span{a;}2_, = span{ [ﬂ , [46} } (4.86)

och en bas fér C(A) ar D = {ay,as} med dim(C(A)) = 2.
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Definition 4.7 (Rang) Rangen for matrisen A € R™*"™ dar
rang(A) = dim(C(A)) (4.87)

Vi gor radreducering A ~ U. Genom att inspektera den reducerade trappstegsmatrisen
U som i exempel 4.10 drar vi slutsatser om C(A) och NV(A). Vi sammanfattar i foljande ruta.

Ruta 4.2 (Bas och dimension for nollrum och kolonnrum)
Lit A € R™xn,

1. Pivotkolonnerna i A bildar en bas for kolonnrummet C(A).
2. rang(A) = dim(C(A)) 4r lika med antalet pivotkolonner i A.
3. Enbas for N'(A) fds genom att skrivalosningarna till Az = 0 pa parameterform.

4. dim(N(A)) dr lika med antalet icke-pivotkolonner i A4, dvs antalet fria variabler
iAx =0.

5. Om rang(A) = m siger vi att A har full rang (eller maximal rang). Detta dr
ekvivalent med att Ax = b ér losbar for alla b.

6. Losningen till Az = b édr unik om endast om dim(N(A)) = 0.

Eftersom C(A) C R™ och N(4) C R™ har vi rang(4) < m och dim(N(4)) < n.
I punkt 5 har kolonnrummet maximal dimension och i punkt 6 har nollrummet minimal
dimension. Summan av dessa dimensioner &r alltid lika med n enligt ndsta sats.

Sats4.12 (Rangsatsen) Om A € R"*" si giller att

rang(A) + dim(N'(A)) = n (4.88)

Bevis. Vi har att #{pivotkolonner} + #{icke-pivotkolonner} = #{kolonner} = n. Detta ir
detsamma som (4.88). (#5 betecknar antalet element i mangden S.) L]

Sats 4.4 kan nu formuleras s har. Obs att nu ar m = n.

Sats 4.13 (Maximal rang eller minimalt nollrum &r ekvivalent med inverterbarhet) Lat A €
R™*™. Foljande péastdenden ar ekvivalenta.

o A ir inverterbar.
o dim(N(A)) = {0}.
« rang(A) = n.
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4.4 Skalarprodukt, ortogonalitet, projektion

Vi har redan anvént skaldrprodukt, lingd och ortogonal projektion for geometriska vektorer:

u - v = |ul|v|cos(f) (4.89)
u-u = |ul? (4.90)
Pu(v) = (v-@)a, @@= ’%' (4.91)

Vi ska nu gora detsamma for vektorer i R™ och i allmanna rum, till exempel funktionsrum.

Definition 4.8 (Skalarprodukt och norm i R™) Skaldrprodukten av vektorerna u,v € R"
definieras av

n
u-v= Z UV; (4.92)
i=1

Normen (lingden) av vektorn u € R" definieras av

(4.93)
U1
w-v=ulv= [ul e un] : (4.94)
Un,
ul? =u-u=ulu (4.95)

Sats 4.14 (Rakneregler for skalarprodukt och norm) Lat u,v,w € R™ och @ € R. D4
giller

U-V=0V-U (kommutativ lag) (4.96)
u-(v+w)=u-v+u-w (distributiv lag) (4.97)
(au) -v=ca(u-v)=u-(av) (distributiv lag) (4.98)
u-u>=20 v-u=0<= u=0 (positivt definit) (4.99)

Joull = fa 1] (4.100)

Bevis. Beviset ar enkelt. Vi utelamnar det. O
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Obs att (4.99) innebar att den enda vektor som har normen lika med noll 4r nollvektorn.
Om u # 0 kan vi normera den

. 1 u
U=—1u=—- (4.101)
[ ]
och fa en vektor som ér parallell med uw och med ||4|| = 1 (enhetsvektor). (Tag o = 1/||ul| i
(4.100).) Med hjélp av normen kan vi ocksa definiera avstdndet mellan u och v:
dist(u,v) = [Ju — || (4.102)

I Definition 4.9 (Ortogonalitet) Om u - v = 0 sdger vi att u och v dr ortogonala, u L v.

Sats 4.15 (Pythagoras sats)

ulv <= |lutol?=|ul®+|v|? (4.103)

Bevis. Vi utvecklar kvadraten med hjilp av reglerna i sats 4.14:

u+v|? = (u+2) - (utwv) (4.104)

=u-ut+tu-v+v-ut+v-v (4.105)

= ||ul|® + 2u - v + ||v||? (4.106)

Vi ser att u - v = 0 om och endast om ||u + v||? = |Ju||® + ||v][?. O
Definition 4.10 (Ortogonal méngd) En ortogonal mdngd ir en mangd S = {uy, ..., up}

ddr vektorerna dr parvis ortogonala, dvs u; - u; = 0 for ¢ # j. Mingden ér en ortonor-
merad mdngd (ON méngd) om vektorerna dr bade ortogonala och normerade, dvs

1 omi:=j
i - = = (4.107)
0 omi#j

Ortonormeringsvillkoret kan skrivas u; - u; = d;; med Kroneckers symbol:

1 L
gy=4 o= (4.108)
0 omi #j
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Exempel 4.11 (Ortogonal méngd) Lat S = {u1, u2,us} med

3 -1 —1
uy = 1 , U = 2 , U3z = —4 (4.109)
1 1 7
Vi berdknar
weu=32+12412=11 (4.110)
u1~uQ:3~(—1)+2-1+1-1:0 (4.111)
i - gy = o0n = (4.112)
Uy - Gy = 000 = (4.113)
Ug-uz3 =---=0 (4.114)
ey gy = oo = (B8 (4.115)
Eller p& matrisform med U = [u; us ug):
uf
Uty = [ul U9 U3]T [ul Us ug] = uZT [ul Uo ug] (4.116)
uj
3 1 1] (3 -1 -1 11 0 0
=|-1 2 1|1 2 —4(]0 6 0 (4.117)
-1 -4 7111 1 7 0 0 66

(praktiskt vid datorberdkning). Vi ser att S ar en ortogonal mangd. Efter normering

1 8 1 — 1 —
= — |[1|, tpg=—=| 2|, 953=— |4 4.118
1 T . 2 NG X 3 er : ( )

far vi en ON miingd {@i1, @g, (i3} med matrisen U = [diy Gip @3] och UTU = I.

Sats 4.16 (En ortogonal méngd &r linjart oberoende) Om S = {uy, ..., u,} r en orto-
gonal méngd dér alla u; # 0, sa dr den linjar oberoende, dvs en bas for underrum-
met W = span{ui, ..., up}. Speciellt giller detta om S 4r en ON mangd (dir alla
[ual| = 1 7 0).
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Bevis. Viloser vektorekvationen Z§:1 cju; = 0. Multiplicera ekvationen skaldrt med u; och
anvand att u; - u; = 0 om 4 # j:

P p
0=0-u; = (qu) ZCJ i) = ci(u; - uy;) (4.119)
j=1 j=1

Eftersom u; - u; = |lug]|> # 0 far vi ¢; = 0. Endast den triviala 16sningen, alltsa linjart
oberoende. Obs hur ortogonalitet underlittar rakningen: alla termer utom en blir noll. [

Definition 4.11 (Ortogonal bas) En ortogonal bas ir enbas B = {uy, ..., u,} som ocksa
ar en ortogonal mangd. Basen dr en ortonormerad bas (ON bas) om den ocksa dr en
ortonormerad mangd.

Standardbasen E' = {ey,...,e,} dr en ON bas for R".

Sats 4.17 (Komponenter i ortogonal bas) Lit B = {u1,...,u,} vara en ortogonal bas
for underrummet W = span{uy,...,up}. Omw € W, dvs
w = chuj (4.120)
s& ges komponenterna av
w - U;
i = (4.121)
Om B = {4y, ..., 1} ar en ON bas, s& har vi istéllet
w=> ¢ (4.122)
med komponenterna
C =W - U (4.123)

Bevis. Vi multiplicerarw = >_¥

=1 G skaldrt med u; och anvander att u; - u; = O om ¢ # j:

P
= <chuj) . ch uj - ui) = ci(ug - uy) (4.124)
j=1 J=1

Eftersom wu; - u; = ||u;]|? # 0 farvic; = (w - ;) /(u; - ug). Hir dr u; - u; = ||Jug||*> = 1 om
basen dr ortonormerad. O
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Exempel 4.12 (Ortogonal méangd, igen) Vi dterviander till exempel 4.11. Vi vet att B =
{u1,uz,u3} dr en ortogonal miangd och dirfor en bas for R enligt sats 4.16. Vi berak-
nar komponenterna for vektorn z = [6 1 — 8]7 i denna bas. Basvektormatrisen
ar U = [uj uz ug]. Enligt metoden frén sats 4.8, skulle vi l6sa ekvationssystemet
Ulz]p = [z]g, dvs Uc = x, med hjilp av Gauss-elimination. Men nu ska vi dra nytta
av ortogonaliteten och anvénda sats 4.17. Vi berdknar skaldrprodukterna:

r-uy =11, - -ug = —12, x - u3 = —66 (4.125)

Vi har redan
Uy - Ul = 11, Uz - U = 6, us - uz = 66 (4.126)

Dessa skaldrprodukter kan enkelt beriknas pa dator med U7 x respektive UTU. Vi far

alltsa
11 N —12 N —66 5 (©127)
Tr = llul 6 —XUuz 66 — U3z = U1 us us o

Med den ortonormerade basen {11, @2, tg} far vi istéllet

N 11 N —12 R —66 (4.128)
Tl = —, X -lUyg=——, T U3 = —— ]
YA N 5~ /66
och
11 —12 — 11 —12 —
v i 66 . Ul U9 66 wug (4.129)

VT T 6™ T VT VAL T Vo V6 | V66 v/66

Den ortonormerade basen ger krangliga handridkningar men dr mycket enklare att
anvinda nér vi gor teoretiska resonemang och datorberdkningar, som vi ska ofta se i
fortsittningen.

- Up] € R™ P har ortonor-

Sats 4.18 (Ortonormerade kolonner) Matrisen U = [
= I € RP*P, Formeln (4.123) kan da

merade kolonner om och endast om U U
skrivas
c=UTw (4.130)

119

Bevis. Enligt rad-kolonn-regeln fir vi

(UL = ala; = ;- 4 = 6y (4.131)

dvs UTU = I € RP*P.Om w = Uc som i (4.122), s& far vi
Ulw=U0"0c=1Ic=c (4.132)
vilket r (4.130). ]
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Definition 4.12 (Ortogonalt komplement) Lat W vara ett underrum till R™. Vektorn x €
R™ dr ortogonal mot W, v L. W, om x - w = 0 for allaw € W. Mingden

Wh={zeR" |z -w=0frallawe W} (4.133)

kallas ortogonala komplementet till V.

W dr ocksd ett underrum: om 21, 2o € W sa (a2 + B22) - w = azy-w+ Bze-w = 0.

Sats 4.19 (Ortogonal projektion) Lat W vara ett underrum till R". Varje vektor z € R"
kan skrivas pa ett unikt sitt som
r=w+z dirw € Wochze Wt (4.134)
Detta kallas en ortogonal uppdelning av vektorn. Om {uy, . .., u,} dr en ortogonal bas
for W, sé ges w av
- u x-u Py
w = 1u1—|—~-—i— pupzz * u; (4.135)
Uy - Ul Up - Up i—1 s+ Ug
ochz =2 —w.Om {4y, ..., Uy} ar en ON bas for W, s& har vi istéllet
P
w= (2 A1)y + -+ (@ Ap)ip = > (2 1)l (4.136)
i=1
Vektorn w kallas ortogonala projektionen av x pd underrummet W.

Bevis. Definiera w som i (4.135) och z = x — w. Da drw € W och

P
Z-Uu;i =(x—w) uj =x-u;j — —u; ) - u; 4.137
p=w—w) =y = (30 ) (4.137)
L
1
=T uj— U U;) =T -U; —x-u; =0 4138
=D ) = e (4.139)

Det betyder att z € W+, dvs vi har en ortogonal uppdelning. For att visa att den ar unik antar
vi att det finns dven en uppdelning

r=w+53 dirweWochze W+ (4.139)
Mendafisz = w4z = W42, dvsw—0 = 2—z. Menw—w € W och 2—z € W+, Vektorn

w — W = Z — z tillhor alltsd bade W och W+. Den enda vektor som gor det ar nollvektorn.
Alltsd: w = woch zZ = z. O



Kapitel 4. Linjara rum 121

Definition 4.13 (Ortogonal projektor) L&t W vara ett underrum till R". For varje vektor
x € R™ ger sats 4.19 en unik vektor w € W, den ortogonala projektionen av z pa W.
Detta definierar en linjir operator Py : R"™ — R" genom w = Py (x). Den kallas den
ortogonala projektorn pa W.

Om {uy,...,up,} dr en ortogonal bas for W eller {4y, ..., 4,} en ON bas for W, sa
har vi

(ZL' . ﬂl)ﬂz (4.140)

NE

P
Py (z) = E L Ui u; =
=1 =1

Det dr klart fran formeln i (4.140) att funktionen Py &r linjdr. Det dr ocksa klart att att
Py (w) = womw € W. Det betyder att virderummet ar R(Py) = W.

Exempel 4.13 (Ortogonal projektion) Vi dtervinder till exempel 4.12. Vi projicerar x =

[6 1 —8]T pd W = span{uj,us}. Eftersom basvektorerna dr ortogonala har vi
W+ = span{u3}. Sedan tidigare har vi

r-up =11, x-uo = —12, ug - ug = 11, ug - ug = 6 (4.141)
och vi far
5
11 —12
w=Pyx)=—us + —uz =u; —2ugy = [—3 (4.142)
11 6 1
och
6 5 1
z=x—Pyx)=|1|-|-3|=|4]|=—-uzcW'=span{uz} (4.143)
-8 -1 -7

Med den ortonormerade basen {1, @iz} blir basvektormatrisen

2 % _2% ST 10
U =l ] = @ $ medU" U = [O J (4.144)
Vil V6
som sats 4.18 sdger. Den ortogonala projektionen blir
11 —12 11wy —12 us

(4.145)

w = Py (x)

:\/ﬁm—i_\/éug:\/ﬁ\/ﬁ—i_\/é%

Vi erinrar oss fran sats 2.10 att varje linjar operator L: R™ — R™ kan skrivas pa matris-
form L(x) = Az med A € R"*". I ndsta sats anvinder vi ON bas for att ta fram matrisfor-
men for projektorn Py : R™ — R™.
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Sats 4.20 (Ortogonal projektor i ON bas) Om {1, ..., Uy} dr en ON bas for W, sa har
vi
P
Py (x) = Z ct; mede; = x - 1; (4.146)
i=1
Med basvektormatrisen U = [i; - - @,] € R™*? har vi
Py (z) =00z (4.147)
dvs matrisen for projektionsoperatorn ér UoT e R,

Bevis. Latw = Py (x). P4 matrisform blir (4.146) da

w=Uc (4.148)
Vi har
r=w+z dirze Wt (4.149)
Vi multiplicerar med U7 och anviinder att U7z = 0 och UTU = I, se sats 4.18,
Ul =U0Tw+U0T2=0"w+0=0UTw=0U"0c=c (4.150)
och
U0z =Uc=w (4.151)
dvs Py (z) = UUT 2. O

Exempel 4.14 (Ortogonal projektion, igen) Vi atervinder till exempel 4.13. Med datorns
hjalp far vi

B &= ~%lrs 1 1 0.9848 —0.0606 0.1061
Uo7 = ﬁ % [@ v @]z —0.0606 0.7576 0.4242
1 1 N NG N
. /6 V6 6 0.1061  0.4242 0.2576
(4.152)
och
o 0.9848 —0.0606 0.10617 [ 6 5
Py(z) =UU Tz~ |—0.0606 0.7576 0.4242| | 1 | =~ |3 (4.153)
0.1061  0.4242 0.2576| -8 1

Vihar sett att ortogonal bas, eller hellre ortonormerad bas, underlittar manga berdkningar.

Men hur hittar vi en ortogonal bas? Vi ska nu se hur vi ortogonaliserar en given bas med
Gram-Schmidts metod.
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Ruta 4.3 (Gram-Schmidt) Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod skapar en ortogo-
nalbas for underrummet W. Vi utgér fran en bas {by,...,b,} for W och skapar en
ortogonalbas {u1, ..., up} for W genom att ortogonalisera den givna basen enligt fol-
jande metod.

steg 1. up = by, Wi = span{u; }

steg 2. ug = by — PW1 (bg) S Wf‘
Wy = span{ui, ua} = span{by, ba}

steg 3. u3z = bs — PW2 (bg) S I/VQL
W3 = span{uy, ug, us} = span{by, be, b3}

stegi. u; =b; — Pyw,_,(b;) € Wifl
W; = span{uy,...,u;} = span{by,...,b;}.

I steg 7 ska vi gora berdkningen

bi-u bi - u;—
ui:bi—< d 1u1+---+27“ui,1) (4.154)
up - Uy Uj—1 * Uj—1
P4 detta vis blir u; en linjir kombination av {b1,...,b;—1} och ortogonal mot
{ul, ey uifl}.
Om vivillhaen ON bas {1, . .., %)}, s& normerar vi vektorerna successivt. P4 matris-
form blir (4.154) d&
~ ~T “ Uj o ~ ~
U; = bl — Uz;lUi_lbi, U; = m med Uz;l = [u1 e uz;l] (4.155)
7

vilket ar praktiskt vid datorberdkning, se datorévning 4.4.
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Ruta 4.4 (Sammanfattning: bas, ortogonal bas, ortonormerad bas) Antag att vi har en
mingd av vektorer S = {ui,...,u,} C R"™ Da kan vi bilda matrisen U =
[ug -+ up] € R™P, underrummet W = span{uy,...,u,} C R". Vi antar att
w € W, dvs Uc = w for nagon vektor ¢ € R".

Om S dr en linjirt oberoende mingd sa géller f6ljande:
o Sérenbasfor W
« N(U) ={0}
o cfis som unik 16sning till Uc = w
e W=R'omp=n
Om S dr en ortogonal mdngd (med alla u; # 0) sa giller foljande:

« S dr en ortogonal bas fér W

w - Ug
e Cgesav e, =
14
w - U;
e W = E U;
: Ug - Uj
=1

=1 i
Om S dr en ortonormerad mdngd sa giller foljande:
o Séren ON bas for W

« UTU =1 € RP*P  (ortonormerade kolonner)

e cgesave; = w - Uy, c=UTw

o« w= Z(w Ui )y
i=1
o Py(z)= Z(ﬂs U;) U
=1

p

P
|w||? = Zcf, |w|? = Z(w -4;)?  (Pythagoras sats)
i=1

i=1
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4.5 Minsta kvadratmetoden

Nista sats visar att w = Py (x) ar den unika vektor i W som ligger nirmast x. Men andra
ord: Py () dr den bdsta approximationen av x med element ur W.

Sats4.21 (Satsen om bésta approximation) Lat IV varaett underrum till R” och x € R™.
Da giller
|z — Pw ()| < [lz — wl (4.156)

for allaw € W med w # Py (z).

Bevis. Tagw € W med w # Py (x). Vi delar upp
r—w=(r— Py(z))+ (Pw(z) —w) (4.157)

Hir ir z — Py (z) € W och Py (z) — w € W, dvs de ir ortogonala och Pythagoras sats,
sats 4.15, ger

lz —w||* = |z — Pw ()| + | Pw (z) = wl|* > |l — Pw ()| (4.158)

ty |Pw(z) — w|* > 0 eftersom w # Py (x). Alltsé: ||z — w||?* > ||z — Pw(z)|? dvs
lz — Py ()| <[l —wl. O

Vi ska nu se vi hur detta kan anvéindas for att 16sa ett inkonsistent ekvationssystem approx-
imativt. Lat A € R™*™ b € R™. Vi vet att ekvationen Ax = b ir inkonsistent om och endast
om hogerledet b inte r i kolonnrummet till A, dvs b ¢ C(A). Da finns ingen 16sning men vi
kan gora bista majliga av situationen genom att soka x € R"™ sadan att Ax &r sa nira b som
mojligt, dvs sa att avstandet ||b — Az|| blir minimalt. Detta 4r det samma som att minimera

m
Ib— Az|* =) (b — Az)? (4.159)
i=1

dirav namnet minsta kvadratmetoden.

Definition 4.14 (Minsta kvadratlésning) Lat A € R™*", b € R™. En vektor & € R"
kallas minsta kvadratlosning till ekvationen Ax = b om

|b — AZ|| < ||b — Az|| forallaxz € R" (4.160)

Vi vet fran satsen om bésta approximation, sats 4.21, att den vektor i C(A) som ligger
nérmast b &r den ortogonala projektionen av b pd C(A), b = Pp(4)(b). Det aterstar att finna

en vektor # sidan att A# = b. Hur det gér till visas i nista sats.
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Sats 4.22 (Normalekvationerna) Lt A € R™*", b € R™. Mingden av minsta kvadrat-
losningar till Az = b ér inte tom och den &r lika med 16sningsméngden till norma-
lekvationerna

AT Az = ATh (4.161)

Bevis. Satsen om bésta approximation, sats 4.21, sager att ||b — bl| < ||b— Az|| for alla Az €
C(A) om och endast om b = Fp(4)(b). Men b € C(A), si det finns # € R" med A% = b.
Alltsd dr & minsta kvadratlosning om och endastom b — Az L C(A), dvs

0= (Az)'(b— Az) = 2T AT(b — Az) = 2T (ATb — AT A%) forallaz € R" (4.162)

dvs vektorn ATh — AT A% ir ortogonal mot alla z € R”. Men den enda vektor i R" som ar
ortogonal mot alla z € R™ dr nollvektorn. Alltsa ar (4.162) ekvivalent med att ATp— AT Az =
0, dvs AT Az = AT'b. Detta visar att & ar minsta kvadratlosning om och endast om den ar
16sning till (4.161). ]

Observera att normalekvationerna dr losbara dven om Az = b ér inkonsistent. Los-
ningen behover inte vara unik. Vi noterar 4ven att koefficientmatrisen A” A ar symmetrisk:
(AT A)T = AT(AT)T = AT A. Symmetriska linjira ekvationssystem har vissa goda egenska-
per; det ska vi dterkomma till i kapitel 6.

En minsta kvadratlosning till ett inkonsistent system &r inte en 16sning utan en approxi-
mativ losning i minsta kvadratmetodens mening. Felet i hogerledet, b — Az, kallas residualen
till den approximativa losningen 2. Beteckningen normalekvationer syftar pa att b — AZ dr en
normalvektor till C(A), dvs ortogonal mot C(A).

En situation ddr minsta kvadratmetoden kommer till anvindning ar éverbestimt ekva-
tionssystem, dvs ett system med fler ekvationer 4n obekanta, m > n. Da dr

dim(C(A)) = rang(A) = n — dim(N(A4)) < m — dim(N(A4)) <m (4.163)

enligt rangsatsen, sats 4.12, dvs rang(A) < m, sé att C(A) # R". D4 ar det osannolikt att
b € C(A), dvs ett dverbestimt system &r ofta inkonsistent.

Exempel 4.15 (Overbestamt ekvationssystem) Vi har ekvationssystemet

r1 — T2 = 0
T1+ T2 =2 (4.164)

21‘1—$2:2

Radreduktion av totalmatrisen ger

(4.165)

—
—
[\

2
S O =
O = O
- o O
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sd att systemet dr inkonsistent (6verbestimt). Har har vi

1 -1 0

A=11 1],b=12

2 -1 2

och

1 —1
1 1 2 6 —2
ATA:[ ]1 1 :[ ]
-1 1 -1 > 1 -2 3

[0
o [1 1 2 _[6
Ab_{—11—1 3_0

Normalekvationerna blir

% SR -

|

——
(@)

— =

=

o

[aW

o

=

=5

=

o

@

=

=]

QQ

=

Il
—
|o~I©

|

0

Residualen ar

0 1 -1 3 Vi
b—Ai= (2] — |1 1 Hz —7 | Ib— Al = =
5 7

4.6 Skalarproduktrum

127

(4.166)

(4.167)

(4.168)

(4.169)

(4.170)

Vi avslutar kapitlet med presentera skalarprodukt i allmént vektorrum.

Definition 4.15 (Skaldrproduktrum) Lat V' vara ett vektorrum. En skaldrprodukt pa V ar
en reellvird funktion som till varje par u, v € V tilldelar ett tal (u,v) € R, sidan att

L. (u,v) = (v, u) (kommutativ lag)
2. (u+v,w) = (u,w) + (v, w) (distributiv lag)
3. (au, v) = alu,v) (distributiv lag)
4. (u,u) >0 omu #0 (positivt definit)

(4.171)
(4.172)
(4.173)
(4.174)

Ett vektorrum med skaldrprodukt kallas skaldrproduktrum eller Euklidiskt rum.
Eftersom skaldrprodukten &r positivt definit kan vi definera en en norm i V' enligt

[o]l = v/ (v, v)

(4.175)
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Det dr klart att (u,u) = 0 om u = 0 (tag « = 01 (4.173)). Enligt (4.174) har vi da
(u,u) > 0 och nollvektorn ar den enda vektor for vilken ||u||?> = (u,u) = 0. Det ar klart att
normen uppfyller

law|? = (av, av) = a*(v,v) = o?||v]? (4.176)

dvs
|aw]| = |a] [|Jv]] (4.177)

Vi har redan tva exempel pa skaldrproduktrum:
o V = { geometriska vektorer }, (u,v) = |u||v|cos(f), |[u| = |u] (se sats 1.3)
« V=R" (u,0) = ulv, |Ju]| = VuTu (se sats 4.14)

Nu kan vi anvédnda skaldarprodukt dven i vissa andra rum, till exempel i funktionsrum.

Exempel 4.16 (Skaldrprodukt i funktionsrum) Vi tar V' = C(]a, b]) och definierar

/ f(a (4.178)

b
1]l = / A i)

och

Egenskaperna 1, 2, 3 i definition 4.15 &r sjdlvklara pa grund av rakneregler for integral.
For att bevisa punkt 4 noterar vi forst att

b
(f, )= / f(x)?dz >0 forallafeV (4.180)
Om \
:/ f(z)*dz =0 (4.181)
sd maste
f(z) =0 forallaz € [a,b] (4.182)

for om f(zo) # 0sd dr f(x) # 01 ndgot (litet) intervall kring ¢ eftersom f ar konti-
nuerlig. Men d4 blir f; f(x)?dz > 0 vilket 4r en motsigelse till (4.181). Men (4.182)
ar nollfunktionen, f = 0. Alltsa: (f, f) = 0 medfor f = 0, dvs skalarprodukten &r
positivt definit.

Allt som vi redan gjort som bygger pa skaldarprodukt galler nu ocksa for allmént skalér-
produktrum. Till exempel
o ortogonalitet: u 1 v <= (u,v) =0

« Pythagoras sats, se sats 4.15:

ulv <= |lutol*=|ul®+|v|? (4.183)
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« ortogonal médngd, ortonormerad (ON) méngd

« ortogonal projektion pd W = span{u;, ..., u,}:
"L (v, u)
Py (v) = ; <u;’ w>uZ om ortogonal mangd (4.184)
P
Py (v) = Z(U, U;)t; om ON mingd (4.185)

s
I
=

« bista approximation av v med element ur W ges avw = Py (v)
o Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod

Vi ska nu presentera tva viktiga olikheter: Cauchy-Schwarz olikhet och triangelolikheten.
Att absolutbeloppet av skaldrprodukten dr mindre an eller lika med produkten av vekto-
rernas langder ar sjélvklart for geometriska vektorer eftersom | cos(6)| < 1:

|- v = [ul [v] | cos(6)| < [u][v] (4.186)

Niista sats sdger att detta galler for skaldrprodukt i allmanhet.

Sats 4.23 (Cauchy-Schwarz olikhet)

[{w, )| < [l o] (4.187)

Bevis. Om u = 0 ir olikheten trivialt sann (bada leden ar noll). Antag att u # 0. Da giller
enligt reglerna i definition 4.15 att

0< |jv—aul|? = (v—au,v—au) = (v,v — au) + (—au,v — au) (4.188)

= (v,v) — afv,u) — alu,v) + *(u,u) = ||v||* = 2a(u,v) + o?|jul? (4.189)
Men skaliren o ir godtycklig och vi viljer o = (v, u) /||u||?, vilket leder till

(w,v)* | (u,v)

0< [vf|* -2 (4.190)
a2 [u]?
sd att
(u,0)% < [Jul?[lv]? (4.191)
vilket bevisar (4.187). O
Notera att vart val av « innebar att

(v, w) L

au u = (v, 4)t = Py (v) (4.192)

o ffuli?
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dr den ortogonala projektionen av v pA W = span{u} och v = au+ (v — au) dr en ortogonal
uppdelning av v.

Sats 4.24 (Triangelolikheten)

[u+ ol < fJull + [lv]] (4.193)

Bevis. Vi utvecklar kvadraten som i beviset av Pythagoras sats, sats 4.15:

w4 v))? = (u+v,u4v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,0) = ||ul|* + 2(u,v) + ||[v]* (4.194)
Men Cauchy-Schwarz olikhet, sats 4.23, ger (u, v) < [(u,v)| < ||u||||v]| sa att

o olf? <l + 2ol + 1ol =l + o]} (4.195)

vilket bevisar (4.193). O

Exempel 4.17 (Cauchy-Schwarz olikhet fér summa och integral) I R" blir (4.187)

n n n
‘ Z wv;| < Z u? Z 2 (4.196)
=1 =1 =1

ochiC(][a,b])

’/ab f(z)g(z) dx‘ = \//ab f(2)2dz \//abg(:c)Q dr (4.197)

Dessa olikheter ér viktiga hjdlpmedel i linjar algebra och matematisk analys.

Exempel 4.18 (Ortogonala funktioner) Lat V' = C([—m,7]) och S = {uj,u2} med
ui(x) = cos(x), ug(z) = sin(z). Vi berdknar skaldrprodukten

™ s
(ui,ug) = / cos(x) sin(x) dox = ;/ sin(2z) dz = %[—% cos(2&c)}7T =0
- - -
(4.198)
(Vi kan ocksa sédga att integralen blir noll darfor att integranden &r en udda funktion.)
S ar alltsa en ortogonal méngd. For att fa en ON méngd normerar vi funktionerna. Vi
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beriaknar normerna

Jlua ||* = /7r cos(z)? dz = ;/W (14 cos(2z)) dx %[1 =3 sm(296)]:r =

—T —T

(4.199)
|ug||? = /7r sin(x)? dz = %/W (1 —cos(2z))dx = %[1 + %sin(2x)}i =7
- - (4.200)

De normerade funktionerna ir

U —Luxzicosx zl:n:L
’lLl(ZE)— 1( ) ﬁ ( )? 2( ) ||U2H

1
[l ]| sin(z)  (4.201)

ug(x) = ﬁ

och {4y, 4o} dr en ON mingd.
Exempel 4.19 (Vinkel) I analogi med (4.89) kan vi definiera vinkeln 6 mellan u,v € V'

(u, v # 0) genom formeln

(u, v)

cos(f) = 0<f6<m (4.202)

[l floll’

Definitionen ar korrekt eftersom kvoten i hogerledet ar mellan —1 och 1 enligt Cauchy-
Schwarz olikhet.
Till exempel far vi vinkeln mellan f(x) = x och g(z) = 22iV = C([0, 1]) genom

(f,9) flx z?dx \/ﬁ
I roermy oy f\[ 1

6 = arccos (\27) (4.204)

cos(f) = (4.203)

Exempel 4.20 (Basta approximation med polynom) Vibestammer bésta approximationen
av f(x) = 22 med polynomen {by, b2} = {x,1—2}1C([0, 1]). Vianvinder satsen om
basta approximation, sats 4.21. For att kunna projicera f pA W = span{by, b2} maste
vi forst ortogonalisera. Gram-Schmidt ger

ui(z) =b(x) =z (4.205)
U = b2 — <b2’ U1> (5] (4.206)
(u1,u1)
fol(l —x)zdz
u(z)=(1-2)——3——¢ (4.207)
Jy 2% dz

. 0

=l-z-%2=1-3 (4.208)
3
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Vi har nu en ortogonal bas for W = span{u;,u2} = span{by, b2 }. Den bista approx-
imationen ges av den ortogonala projektionen pa W:

<f,’LL1> <f7 U2>
= P = 4.2
w w(f) <u1,u1>UI = <U2,U2>U2 (4.209)
‘a2 zd (1-3z)d
w(zr) = J :f ’ x:v fo Y- 3z) (4.210)
Jo 22 dz fo (1-3z )2d3:
1 1
=de+-—21-3z)=3z-{(1-3z)=-%+2 (4.211)
3 1

Approximation med polynom av detta slag dr grunden for finita elementmetoden som
vi ska introducera i del I'V.
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Ovningar

4.1 Vektorrum och underrum

Ovning 4.1 Bestim nollrummet till L och 16s ekvationen Lu = f pa formen u =
Up + Up.

(@L=D?+4,f(z)=22+1 (B)L=D%*-1,f(z)==2x

L=D,f(x)=2 (@L=D+1,f(x)=1

Ovning 4.2 Visa att operatorn L: V' — W ir linjér.
(@) Lu = fol u(s)ds,V=CR),W =R
(b) (Lu)(z) = [y u(s)ds, V =W = C(R)

Ovning 4.3 Ar mingden {u;}!_, linjirt oberoende?
(@) up(z) = exp(x), ua(z) = exp(—x)

(b) up (z) = cos(z), uz(x) = cos(2x)

(©) u1(2) = 2, ua(w) = (@ + 12, ualx) = (& — 1)?

4.2 Baser och komponenter

Ovning 4.4 Bestim komponenterna av vektorn x i basen B = {b;}/_,.

n=la] =i = [}

Ovning4.5 Armingden B = {b;}!_, dr en bas for R3? Bestim i s4 fall komponenterna
tor vektorn z i den givna basen.

6 —4] 2 1
@br= (3|,ba= |1 |,b3=|-1|,z=|1
3 =5 | 3 |1
[—2] 4] [ 4] (1]
(b)bl: ) ,62: 3 ,bg— —7],x = g
| 4 ] 9] | —1) | 1]
—2] 4] 4 3] 1
(C)b1: 5 ,b2: 3 ,b3: —7 ,b4: 8 , L = 1
| 4 5 | | —1) L_ 1
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4.3 Dimension och rang

Ovning 4.6 Bestim en bas fér nollrummet och en bas fér kolonnrummet till A och
bestdm rangen for A.

1 1 -1
@A=|2 2 -2f ma=|> % °
-1 -1 -3
1 2 3 1
11 2 2
@A4=11 0 =5 0
10 1 3
4.4 Skaldrprodukt
Ovning 4.7 Berikna ||ul|, ||v| och u - v.
X . 1 1
@u=| |,v= , Bu=|2{,v=|-1
1 1 3 1
1 =1l
Ovning 4.8 w och v dr ortogonala med ||u|| = 5, ||v|| = 12. Beridkna ||u — v|| genom

att anvianda Pythagoras sats.

1 1
Ovning4.9 Litu; = i , Up = _11 och W = span{uy, us}. Berdkna Py ().
1 —1
5 1 —2
1 2 2
@z=|.4 OGa= |, (©Qz=|_,
1 4 2

Ovning 4.10 Bestim en ON bas for span{b1, ..., bp}.

1 1 1

1 —2 3
(a)blz 1 >b2: ’b3: 9

0 —4

1
1
2 1 -5 4
O b= [1],ba=[1] ©@bi=]0 |, bo=|-T7
1 _2] 0 0
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4.5 Minsta kvadratmetoden

Ovning 4.11 L§s approximativt med minsta kvadratmetoden.

1+ T2 =2 T1—T3+ T2 =1
331—.732:0
1‘1*562:2 2(131*1‘2:0
(@) qz1—2z2=2 (b) (c)
T —2x9 =1 2x9 + 311 =2
201 +x20 =1
261 —x20 =3 1+ xo+ax3=4

1+ 2o = 2
T +x9+2x3=1
(e)

(d) $1—.CU2:0
x1+x2+ 23 =2
2$1—{L‘2:1

4.6 Skaldrproduktrum
Ovning 4.12 Berikna vinkeln mellan u,v € C([0, 1]).

@u(z) =zv(z)=22—-22 OGulx)=1-2z,v(@)=2>-z+1
©Qu(z) =z —1,v(x) = 22

Ovning 4.13 Berikna normen av f(z) = z* i C([-1, 1]).
Ovning 4.14 Ortonormera polynomen 1, z, 2% i C([0, 1]).

Ovning4.15 (Legendre-polynom) Ortogonalisera polynomen 1, x, 22, 2% i C([—1, 1]),
dvs bestdm en ortogonal mingd av polynom {P;};_, med grad(P;) = k. Normera
dem sé att Py (1) = 1 istallet for || Py || = 1.
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Problem

4.1 Vektorrum och underrum

Problem 4.1 Bevisa sats 4.6.

4.4 Skaldrprodukt

Problem 4.2 Visa parallellogramlagen ||u 4 v||? + ||u — v||? = 2||u||? + 2||v||%.

Problem4.3 LatS = {uy,...,u,} vara en ON bas f6r R". Bevisa Pythagoras sats

n n
PP =@ omv=) cu @212)
i=1 i=1

4.6 Skaldrproduktrum

n
Problem 4.4 Bevisa Z u; <\/n

=1
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Datorovningar

Datorévning 4.1 Ortogonalisering. MATLAB-funktionen U = orth(A) skapar en
matris U vars kolonner ar en ortonormerad bas for kolonnrummet for matrisen A. Prova
med ndgra matriser, t ex,

W N =
o J O Ot

Kolla att UTU = I.

Datorévning 4.2 Ortogonal projektion. Skriv en MATLAB-funktion P=ortoproj (A)
som skapar matrisen for den ortogonala projektionen pa kolonnrummet till matrisen
A. Testa med matrisen A i férra uppgiften. Projicera vektorerna

g
Il
— = =
=
Il
[ B

Datorévning4.3 Gram-Schmidts ortogonaliseringmetod 1. Skriven MATLAB-funktion
U=gram_schmidtl1(A) som anvinder Gram-Schmidts metod med (4.154) for att
skapa en matris U vars kolonner 4r en ortogonal bas for kolonnrummet till matrisen
A.

Datorévning4.4 Gram-Schmidts ortogonaliseringmetod 2. Skriven MATLAB-funktion
U=gram_schmidt2(A) som anvinder Gram-Schmidts metod med (4.155) for att
skapa en matris U vars kolonner dr en ortonormerad bas for kolonnrummet till matrisen
A.






5. Egenvardesproblem

5.1 Egenvarden och egenvektorer 139

52 Spektralsatsen for symmetriska matriser 149

5.3 Kvadratiska former 154

Vi studerar egenvirdesproblem, dvs ekvationer av formen Az = Az, ddr matrisen A dr
kvadratisk och ddr vi soker bade vektorn x och talet \. Pa detta sitt kan vi (oftast) skapa
en ny bas (ibland ortogonal bas) for R™ i vilken matrisen A far en speciellt enkel form:
diagonal matris.

5.1 Egenvarden och egenvektorer

Egenvirdesproblem Az = Az studerar vi for kvadratiska matriser. Vi borjar med ett motive-
rande exempel.

Exempel 5.1 (Egenvarde och egenvektor) Med matrisen A = [;l ;] provar vi avbild-

ningen v — Aw. Till exempel

1 4 111 4
o=lol = av=l5 ol o] = &
1 4 1|1 ) 1
R e T R R
Vektorn v = L ar speciell: den avbildas endast genom skalning. En sadan vektor

1
kallas egenvektor och skalningsfaktorn kallas egenvirde till matrisen.

139
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Definition 5.1 (Egenvirdesproblem) Lat A € R™*™, Om det finns ett tal A\ € R och en
vektor x € R" med x # 0 sadana att Az = Az, sa 4r A ett egenvirde till A och x
en egenvektor horande till \. Paret (A, z) kallas ett egenpar till A. Problemet att soka
egenvarden och egenvektorer kallas egenvirdesproblem. Mangden av alla egenvirden

5.1. Egenvarden och egenvektorer

till A kallas spektrum till A.

Notera att x # 0, men A kan vara 0. Om x dr egenvektor till ), sa dr ocksd ax ocksa en

egenvektor for alla skaldrer o # 0.

Hur loser vi egenviardesproblem? Antag att Ax = Az, © # 0. Detta ar ekvivalent med att
Az — Az = 0, dvs att den homogena ekvationen (A — AI)x = 0 har icke-trivial 16sning. Vi
vet frén avsnitt 2.3 hur detta kan undersokas genom radreducering av matrisen’ A — \I.

Exempel 5.2 (Egenvérdesproblem) Vi atervander till exempel 5.1. Vi har

41 1 0] _[4-x 1
A_M_La 2]_A[0 1]_[ 3 2—@ 6.3)

Radreducering ger (obs att 4 — A kan vara 0)
4-x 1 SNES i) 3 2-A
~Y 3 ~Y
[ 3 2—/\} j] [4—)\ 1 } J+ [0 _(4/\)3(2>‘)+J

(5.4)
Vi ser att vi har icke-trivial 16sning om och endast om

—UNEN g, A2—6A+5=0, dvsA=TlellerA=5 (5.5)

For att bestimma egenvektorerna sitter vi in respektive egenviarde A och loser homo-
gena ekvationen (A — A\I)z = 0. Losningarna skrivs pa parameterform.

Med A = 1:

31 1 i zi+322=0,  [-11 [ T1
R TR S EE U T

Med )\ = 5:

-1 1 1 -1 z1 — 2 =0, 1
R iy O et e
. e 1 1
Vi har funnit tva egenpar: \; = 1, v; = [_3} och Ay = 5,02 = [1]

1. Enhetsmatrisen behovs hir: uttrycket A — X har ingen mening; vi kan inte addera matris och tal.
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Det ér inte de enskilda egenvektorerna som dr av intresse utan de underrum som de span-
ner upp.
Definition 5.2 (Egenrum) Om A dr egenvirde till A sa kallas
Ex=NA-X)={zeR" | Az = Az} (5.8)

egenrummet horande till A\. Dess dimension, m = dim(FE},), kallas geometriska multi-
pliciteten for \.

Egenrummet £y C R" dr ett underrum. Det dr ju nollrummet till A — A\I och spanns upp
av alla homogenlosningar till (A — AI)z = 0. Obs att nollvektorn 0 € E) trots att den inte
ar en egenvektor.

Ruta 5.1 (Egenvérdesproblem) Egenvirdesproblemet kan nu formuleras: finn alla egen-
vdrden till A och bestdm en bas for respektive egenrum.

I exempel 5.2 har vi £y, = span { {_13] } och E), = span { [ﬂ } Bada egenvirdena
har geometrisk multiplicitet 1.
Exempel 5.3 (Enhetsmatrisen) Med A = I € R™ " har vi ett enda egenvirde \; =

1 och alla z # O dr egenvektorer, dvs Iz = x. Alltsa: £\, = R" och geometriska
multipliciteten ar n.

Sats 5.1 (Egenvardena for trianguldr matris) Om A € R™*™ dr en trianguldr matris, s&
ar dess egenvirden lika med dess diagonalelement. Alltsa: A = a1y, ..., anp.

Bevis. Om A ér trianguldr s& dr ocksd A — AI trianguldr. Ekvationen (A — AI)z = 0 har
icke-triviala l6sningar om och endast om det finns nagon fri variabel, vilket intraffar dd nagot
av diagonalelementen a;; — A = 0, dvs A\ = a;;. ]

S NN

1 3
Exempel 5.4 (Triangular matris) Matrisen A = |0 4| artriangularsdatt A = 1, 2.
0 2

0 2 3 010 1
)\1:1: A—)qI: 01 4] ~1]0 0 1 s z=3s5|0 (59)
0 0 1 0 00 0

2 3 1 2
M=2: A—XI=|0 0 4], ~1]0 0 1|, z=s|1 (5.10)
0 00 0 0 0
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Vi har
o0
A =1, E, =span 0 ,  geometrisk multiplicitet m; = 1 (5.11)
—O—
o
A2 =2, E,, =span 1 , geometrisk multiplicitet mg = 1 (5.12)
0

Vi ser att egenvektorerna tillsammans bildar en linjért oberoende mangd

1 2
0l, |1 , (5.13)
0 0

men den spanner ej upp hela R3.

For att ytterligare forstd vilka tal som &r egenvirden till en matris A € R™*" noterar vi att
A dr egenvirde om och endast om matrisen A — A/ dr singuldr, vilket i sin tur dr ekvivalent
med att

det(A — AI) =0 (5.14)

Denna ekvation kallas den karakteristiska ekvationen for A. Funktionen p(\) = det(A — \I)
ar ett polynom av grad n. Det kallas det karakteristiska polynomet for A. Detta visas genom
utveckling av determinanten. Till exempel for n = 3 har vi

- A
a1l a2 a3 oy — A s
det(A — )\I) = a1 ag — A as3 = (all — )\) aso a3 — A (5.15)
asy azy  asy — A
—A
— a1y a21 a23 ) tas a1  a22 ‘ (5.16)
as; asz — A az1 a3z

vilket dr ett polynom i A av grad 3.

Egenvirdena dr alltsa rotterna till det karakteristiska polynomet. Fran algebrans funda-
mentalsats vet vi att vet vi att ett polynom av grad n > 1 har minst ett (komplext) nollstille.
Tillsammans med faktorsatsen visar detta att vi har precis n (eventuellt komplexa) rotter, dvs

det(A — AT) = c(A — A))™ (A — Ag)™2 -+ (A — \,)"™ (5.17)

med nq + - - - + n, = n och distinkta egenvirden A\, € C, k = 1,..., p. Exponenten ny, dr
den algebraiska multipliciteten for egenvirdet \;. Eftersom karakteristika polynomet har reella
koefficienter, sa kommer eventuella komplexa egenvirden i konjugerade par, A\ = o £if3. I s&
fall kan motsvarande egenvektorer ocksé vara komplexa, x € C". (Vi hdnvisar till avsnitt 2.3
idell.)
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Exempel 5.5 (Karakteristisk ekvation) Vi atervinder till exempel 5.2. Vi har
4 — )\ 1
det(A—)J)—’ 3 2_)\‘—(4—)\)(2—)\)—3 (5.18)
=X —6A+5=(A-32—-4={1=3+2} (5.19)
=A-=-1)(A=5) (5.20)

dvs A\ = 1 med n; = 1 och Ay = 5 med ny = 1. Vi har redan sett att de geometriska
multipliciteterna &r m; = 1 och mg = 1.

Exempel 5.6 (Karakteristisk ekvation) Vi atervander till exempel 5.4. Determinanten ar
trianguldr (sats 3.11) sa vi far genast

1-Xx 2 3
det(A—X)=| 0 2-Xx 4 [=1-N)2-N)2-N)=-(A-1)(1-2)2
0 0 2-A
(5.21)
Hir dr \; = 1 med algebraisk multiplicitet n; = 1 och Ay = 2 med algebraisk multi-
plicitet no = 2. Vi har redan sett att de geometriska multipliciteterna dr m; = 1 och
mo = 1. Vi noterar att my < no.

Vi fragar nu hur stort rum egenvektorerna spanner upp. Bildar de kanske en bas for R"?

Sats 5.2 (Egenvektorer till distinkta egenvarden &r linjért oberoende) Om v, ..., v, dr
egenvektorer horande till distinkta egenvirden Aq, . . ., Ap, sd d&r mangden {vy, ..., vp}
linjért oberoende. Speciellt: om matrisen har n stycken distinkta egenvarden, s& bildar
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egenvektorerna en bas for R".

Bevis. Vihar Av; = \jvj,j = 1,...,p,med \; # \; om ¢ # j. Antag motsatsen till satsens
pastaende, dvs att nadgon av vektorerna dr en linjar kombination av de 6vriga. Lat k vara det

forsta index sddant att {vy, . .., vy} dr linjart oberoende, dvs
Vg1 = C1U1 + -+ + CRUE

DA har vi
Ak 1Vk4+1 = CIAR41V1 + - + CpAp 410k

och, eftersom Av; = \jv;, dven
Mt 1Vk+1 = Avpyr = A(cvr + - -+ cpug) = cadvr + - -+ + AUk
Genom att kombinera (5.23) och (5.24) far vi

c1(A — Mg)vr + - F (A — Apg1)or = 0

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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Men {v1, ..., v} ar linjért oberoende, vilket medfor att alla koefficienterna ¢ (\; — A\g41) =
0. Har ar \j # A4 (distinkta), sd att alla ¢; = 0. Men da leder (5.22) till vy4q = 0, vilket &r
omdijligt da det dr en egenvektor. O]

For varje distinkt egenvirde )\, i (5.17) har vi ett egenrum £, med geometrisk multipli-
citet my, = dim(E}, ). Satsen siger att om vi véljer en bas av egenvektorer for varje egenrum,
sa bildar de tillsammans en linjirt oberoende miangd. De spanner upp ett rum med dimen-
sionen my + --- +my, < n.Om my + --- + m, = n, sd spanner egenvektorerna upp hela
rummet R", annars inte. Vi har dé en bas for R” av bestdende av egenvektorer, en egenbas for
R™.

Vi ska senare bevisa att my < ny, dvs de geometriska multipliciteterna dverstiger inte de
algebraiska multipliciteterna (sats 5.5). Det betyder att mq + - - +my, <n =n1 + -+ ny,
med likhet om och endast om alla my = ng. Ommy < ny, sdger vi att motsvarande egenvirde
A ar defekt; det egenvirdet har inte tillrackligt manga linjart oberoende egenvektorer for att
vi ska fa en egenbas for R™.

Exempel 5.7 (Egenbas for R3) Vi tar matrisen

4 -1 6
A=12 1 6 (5.26)
2 -1 8

och far (med hjdlp av symbolisk datorberikning)

4-x -1 6
det(A—X)=| 2 1-X 6 (5.27)
JS R

=36 —40A + 1302 = X3 = —(A —9)(\ — 2)? (5.28)
Vi har tva distinkta karakteristiska rotter (egenvirden): Ay = 2 med algebraisk multi-

plicitet n1 = 2 och A2 = 9 med algebraisk multiplicitet no = 1. Vi berdknar egenvek-
torer genom att 16sa (A — AI)z = 0.

Med )\1 =)
2 -1 6 1 -1 3 3 -3
A-MI=1|2 -1 6|~ [0 0 Of, z=s|1|+t]|0 (5.29)
2 -1 6 0 0 0 0 1
1 -3
Egenrummet ér /), =span< (2|, | O med geometrisk multiplicitet m; = 2.
0 1
Med )\2 =0:
-5 -1 6 1 0 -1 1
A—XI=|2 -8 6| ~|0 1 1|, z=s]1 (5.30)
2 -1 -1 0 0 O 1
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1
Egenrummet dr £y, = span |1| » med geometrisk multiplicitet mo = 1.

1
Har ar alltsa de geometriska och algebraiska multipliciteterna lika. Enligt sats 5.2 ar
vektorn i Fy, €] linjar kombination av vektorerna i £, . Egenvektorerna bildar en bas

R3:
31 [-3] [t ; -3 1
1{,]101(,]|1 med matrisen P= |1 0 1 (5.31)
0 1 1 0O 1 1

Matrisen dr inverterbar ty den har linjirt oberoende kolonner. Vi far (datorberakning)

2
P'AP = |0
0

o NN O

0
0| =D (5.32)
9

ddr matrisen D dr en diagonal matris med egenvirdena pa diagonalen. Vi ska forklara
dessa saker nu.

Definition 5.3 (Simildra matriser) Tva matriser A och B ir simildra om det finns en inver-

terbar matris P sddan att
A=PBpP! (5.33)

Obsatt A= PBP~! — P~ l'AP=B.

Sats 5.3 (Simildra matriser har samma egenvarden) Om A och B ér simildra matriser s&
har de samma karakteristiska polynom och dirmed samma egenvirden.

Bevis. Vivisar att A och B har samma karakteristiska polynom. Om A = PBP™1,s4
A— X =PBP ' - \PP'=PB- )P} (5.34)
och med produktregeln for determinant (sats 3.12)

det(A — \I) = det(P(B — A\I)P~!) = det(P) det(B — \I)det(P™1) (5.35)
= det(PP 1) det(B — AI) = det(I)det(B — AI) = det(B — A\I) (5.36)

vilket skulle bevisas. O
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Definition 5.4 (Diagonaliserbar matris) Matrisen A ér diagonaliserbar om den &r simildr
med en diagonal matris, dvs

dy 0 -~ 0
A=PDP' medD =diag(ds,....dw)= | =~ | (537
B
0 - 0 dy,

Sats 5.4 (Diagonaliserbar matris) A € R"™*™ dr diagonaliserbar om och endast om
den har en linjirt oberoende mingd av n egenvektorer {v1,...,v,}. I'safalldr A =
PDP~!dir P = [v; --- v,] dr egenvektormatrisen och D = diag(\1, ..., \,), egen-
virdesmatrisen, dr diagonal med motsvarande egenvirden pa diagonalen. Mangden
{v1,...,v,} dr da en bas for R™; den kallas egenbasen.

Obsatt A= PDP~! «— D=P AP «— AP = PD.

Bevis. Vibildar P = [vy - -+ v,] och D = diag(A1, ..., \,). Dd har vi

AP = Alvy -+ vy) = [Avy -+ Avy] (5.38)
PD = [)\12}1 tee )\nvn] (5.39)

Det betyder att AP = PD om och endast om Avy, = \vg fork =1,...,n.

Omnu {vy,...,v,} dr linjirt oberoende med egenvirden {1, ..., A\, }, sd ar P ér inver-
terbar och AP = PD,sdatt A= PDP~ 1.

A andra sidan: om A = PDP~ 1, sé farvi AP = PD, dvs {)\1,..., \,} dr egenvirden
med egenvektorer {vy, ..., v, }. De dr linjirt oberoende eftersom P ir inverterbar. O

Sats 5.5 (Geometriska multipliciteten 6verstiger ej den algebraiska) Lt A; vara ett egen-
varde till matrisen A € R™*" med geometrisk multiplicitet m;, och algebraisk multi-
plicitet ny. Da giller

1<mr<ng<n (5.40)

Bevis. X Attmy > 1ochny, < nirklart, eftersom vi har minst en egenvektor och 25:1 n; =
n. For att visa att mj, < ny, tar vienbas {v1, ..., vy, } for egenrummet E, och kompletterar
med vektorer vy, 41, ..., Un,s8att {v1, ..., Vm,, Umyp+1, - - -, Un } blir en bas for R". Matrisen

P = [vl o Umy Umggl ot vn] (5.41)
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ar inverterbar eftersom den har linjért oberoende kolonner (full rang). Pa liknande sétt som i
(5.38) och (5.39) har vi AP = PD, men nu med

e 0 oo 0 digmesr oo din]
0 . . . :
: . .0 : :
D=10o .. 0 X : : (5.42)
0 - --- 0
[0 - o 0 dumpt1 o dond
didr det 6vre vanstra hornet dr den diagonala matrisen diag(\g, - - - , Ap) = Aply,,, € R™EXME

och de hogra kolonnerna ér obestimbara.

Eftersom AP = PD och P ar inverterbar, sd ar A och D simildra och dirmed det(A —
Al) = det(D — A\I). Men det(D — AI) innehaller faktorn (A; — A)™*k. Detta betyder att den
algebraiska multipliciteten dr minst my. Alltsa: my, < ng. O

Nir forutsittningarna i sats 5.4 ar uppfyllda sa dr alltsa de geometriska och algebraiska
multipliciteterna lika. Egenvirdena upprepas da i D = diag(\q, ..., \,) lika manga ganger
som multipliciteten anger.

Vi har redan sett att egenvektorer till distinkta egenvarden bildar en linjart oberoende
méngd och om de ér n stycken sé far vi en bas for R™ (sats 5.2). I sa fall 4r matrisen diagona-
liserbar. Vi formulerar detta i nésta sats.

Sats 5.6 (En matris ar diagonaliserbar om den har n distinkta egenvirden) Om A € R™*"
har n distinkta egenvirden, sa dr den diagonaliserbar.

Exempel 5.8 (Icke-diagonaliserbar matris) Viatervander till exempel 5.4 och exempel 5.6.
Hérharvi \; = 1 med geometrisk multiplicitet m; = 1, algebraisk multiplicitetn; = 1
och A2 = 2 med my = 1 och ny = 2. Eftersom my < ng, sd dr matrisen ej diagonali-
serbar. Det “fattas” en vektor i E),.

Exempel 5.9 (Icke-diagonaliserbar matris) Lat
3 1 0 3—A 1 0
A=10 3 1|, det(A=XI)| 0 3—X 1 [=B-=X3 (543)
0 0 3 0 0 3—A

Vi har ett enda egenvirde A = 3 med algebraisk multiplicitet 3. Med A = 3 har vi

010 1
A-X=10 0 1|, z=10 (5.44)
000 0
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1
dvs egenrummet ar £, = span{ |0 med geometrisk multiplicitet 1, vilket ar
0
mindre dn den algebraiska multipliciteten. Det fattas tva vektorer for att vi ska fa en
bas for R3. Matrisen ar inte diagonaliserbar.

Exempel 5.10 (Matrispotens med diagonaliserbar matris) Att berikna matrispotensen
AF = A... A (k faktorer) ir jobbigt ((k — 1)n? multiplikationer). Men antag att A
ar diagonaliserbar. Da far vi

A? = (PDP Y2 = (PDP Y)Y (PDP™')= PD(P'P)DP~! = PD?*P!

(5.45)
dar
D? = diag(\},...,)\2) (5.46)
P4 samma vis
AF = pDEp=t DF = diag(\F, ... \F) (5.47)

Enkelt! Men vi maste forstas berikna P, P! och D forst, vilket inte ir sa litt.

Formeln i (5.47) dr viktig for teori snarare dn for praktisk berdkning. Till exempel om
alla |\g| < 1, sa ser vi genast att AF — 0da k — oo, dirfor att alla )\g? — 0.

Ruta 5.2 (Metod for egenvardesproblem)

1. Bestdm egenvirdena {\;}Y_, genom att 16sa den karakteristiska ekvationen
det(A — \I) =0.

2. For varje distinkt egenvirde \j, bestim en bas for egenrummet ), med geo-
metrisk multiplicitet my, = dim(Ey, ). Om > ¢ _; my < n, sd ir A inte diago-

naliserbar och vi stoppar har. Annars bildar egenvektorerna en bas {v1, ..., v, }
for R™.
3. Bilda egenvektormatrisen P = [v; - - - v,], ddr v; dr egenvektorerna fran steg 2.
4. Bilda egenvirdesmatrisen D = diag(\1,...,\,), dir egenvirdena upprepas

lika manga ganger som den geometriska (=algebraiska) multipliciteten anger.

5. Dagiller A= PDP~ L.

\. J

Denna metod ér viktig for teorin, for den sammanfattar hur egenviardesproblem fungerar
och detta kan anvindas for att bevisa saker om matriser. Metoden ar opraktisk for berakning
dan > 3. Den fungerar inte bra ens f6r numeriska berakningar da n &r stort. Det som rdddar
oss dr att vi ofta endast behover berdkna néagra fa egenvirden, till exempel det storsta eller
minsta och eventuellt nagra fler. I ndsta kapitel ska vi gora det numeriskt.
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5.2 Spektralsatsen for symmetriska matriser

Vi erinrar oss att A € R™*" r diagonaliserbar om den 4r simildr med en diagonal matris, dvs
A=pPDpP" (5.48)
I sa fall ar P egenvektormatrisen och D egenviardesmatrisen. Vilka matriser dr diagonaliser-

bara? Vi har inget enkelt svar pa den frégan, men vi ska nu visa att alla symmetriska matriser
dr diagonaliserbara.

Definition 5.5 (Symmetrisk matris) En matris A € R"*" ar symmetrisk om AT = A, dvs
Qj; = Q5.

6 -2 -1
Exempel 5.11 (Symmetriskt egenvardesproblem) Matrisen A = [—2 6 —1| ar
-1 -1 5
symmetrisk. Med symbolisk datorberakning far vi det karakteristiska polynomet:

det(A— M) =X +17A2 — 90\ + 144 = —(A—3)(A—6)(A —8)  (5.49)

Egenvirdena dr A\; = 3, Ay = 6, A3 = 8 och egenrummen dr

1 1 1
E), = span 1 , E), =span 1 , By, = —1 (5.50)
1 —2 0
1 1 1
Med egenvektormatrisen P = |1 1 —1| farvi PT P = diag(3,6,2), dvs vi har
1 -2 0
en ortogonal egenbas. Efter normering far vi en ortonormerad bas med matrisen
1 L L
\{g \{g \/51 3 00
P=\% % ~—wm|> D=|060 (5.51)
1 2 0 0 8

S
S

Eftersom P har ortonormerade kolonner, har vinu PT P = I. Vivetatt P dr inverterbar
(linjirt oberoende kolonner). Genom att multiplicera med P~ fran hoger far vi

(Pfpypt=1P!, PT=p1 (5.52)
dvs inversen ar lika med P”. Enkelt! Nu far (5.48) formen
A=PDPT (5.53)

dvs vi behover inte berdkna nagon invers.
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Definition 5.6 (Ortogonal matris) En kvadratisk matris P kallas ortogonal matris om den
har ortonormerade kolonner, dvs om

PTp=1 (5.54)

En sadan matris borde egentligen kallas ortonormerad matris, men beteckningen ortogo-
nal matris dr vedertagen.
Ortogonala matriser har nagra speciella egenskaper som vi lyfter fram i nésta sats.

Sats 5.7 (Egenskaper for ortogonal matris) Antag att P € R™*" dr en ortogonal matris,
dvs PT P = I. Da giller foljande:

1. det(P) = +1
2. P irinverterbar med P~1 = PT
3. (Pu)- (Pv)=wu-v forallau,veR"

4. ||Pu|| = ||u]] forallau € R”

J

Punkt 2 innebir att zven PPT = I, dvs iven raderna ir ortonormerade. Punkt 3 och
4 innebdr att skaldarprodukt och norm dr invarianta (4dndras ej) vid ortogonal transformation
u — Pu.

Bevis. 1. Produktregeln och transponeringsregeln for determinant (sats 3.12) ger
1 = det(I) = det(PTP) = det(PT) det(P) = (det(P))? (5.55)

2. Enligt punkt 1 ar det(P) # 0, si att P ar inverterbar. Genom att multiplicera P P = T
med P! fran hoger far vi PT = pTpp—1 = p~1 dvsinversen ir lika med PT.

3. (Pu) - (Pv) = (Pu)T(Pv) =" PTPv=u"Tv =u"v=u-w.

4. Foljer av 3. O]

Vi atervander nu till det symmetriska egenvardesproblemet. I allménhet kan egenvarden
och egenvektorer vara komplexa, men inte fér en symmetrisk matris som vi visar i nésta sats.
I beviset anvander vi skaldrprodukt for komplexa vektorer u,v € C™:

n
wov="0lu= Z viu; € C (5.56)
i=1

dir z 4r komplexkonjugat, si att Zz = (o — i) (a + i3) = a? + 32 = |z|?. Da blir

n

n
ul® = w-u=a"u="> wu; =Y |ul*>0 (5.57)
=1

i=1

ochu - u = 0 endast dd u = 0. Det betyder att produkten i (5.56) ér positivt definit. De
ovriga reglerna i sats 4.14 giller ocksa. Kommutativa lagen modifieras dock till v - u = w-v.
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Notera att vi konjugerar den andra faktorn, v, i (5.56). Det leder till att (au) - v = a(u - v)
ochu - (awv) = a(u - v).

Sats 5.8 (Symmetrisk matris har reella egenvarden) Egenvirdena till en reell symmetrisk
matris ar reella.

Bevis. Antagatt (A, v) dr ett egenpar, dvs Av = \v,ddr A € C ochv € C" kan vara komplexa
och v # 0. Vi ska visa att de dr reella om A ir reell och symmetrisk.
Vi bildar skaldrprodukten v - (Av), dvs pa matrisform enligt (5.56)

(Av)Tv = (A0)Tv = 0T ATw = o7 Av = o7 (Av) (5.58)

dar vi anvint att matrisen ir reell och symmetrisk, dvs AT = A. Har 4r hogerledet

oL (Av) = o7 (W) = Xolw = \|v|)? (5.59)
medan vansterledet ar
T vy I\T =T 012
(Av) v = (M) v=(A\v) v=Xo"v=A|v] (5.60)
Alltsa:
Mol = Allol?, (A= N)lvlI> =0 (5.61)

Vi drar slutsatsen att A\ = ), eftersom ||v|| # 0. Men detta betyder att A € R, vilket skulle
bevisas. Eftersom bade A och A dr reella, s& méste dven v vara reell. O

Vi erinrar oss fran sats 5.2 att distinkta egenvarden i allménhet leder till linjart oberoende
egenvektorer. Om matrisen dr symmetrisk sa blir det dnnu battre:

Sats 5.9 (Egenvektorer till distinkta egenvarden ar ortogonala) Egenvektorer som hor till
distinkta egenvdrden till en symmetrisk matris ar ortogonala.

Bevis. Antag att Av; = A\jv; och Avg = Agvy med A1 # . Vi ska visa att vag =0.Vi
riknar och anvinder A7 = A:

AlvlTvg = ()\11)1)T1)2 = (Avl)Tv2 = vlTATvg = vlTAUQ = vf(Agvz) = )\QUITUQ (5.62)

Detta leder till
()\1 - /\2)1){1)2 =0 (5.63)

och darmed vlTvg = 0 eftersom Ay # As. ]

Vi tar ett exempel till.
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3 -2 4
Exempel 5.12 (Symmetriskt egenvdrdesproblem) Matrisen A = | -2 6 2| 4rsym-
4 2 3
metrisk. Karakteristiska polynomet ar
det(A— X)) = X+ 1202 — 210 — 98 = —(A = 7)2 (A + 2) (5.64)
Egenvirdena dr A\; = 7 med algebraisk multiplicitet n; = 2 och A2 = —2 med alge-
braisk multiplicitet ny = 1. Egenrummen &r
1 [—2]
E), = span{vy, va}, vi= 10|, w=|1], m =2 (5.65)
1 | 0]
T
E), = span{vs}, v3 = —% , mg=1 (5.66)
- 1 -
Vi ser att v3Tv1 = Qoch v3Tv2 = 0 (vs3 ar ortogonal mot v; och v2) i enlighet med sats 5.9,
men v3 vy = —% # 0. Men {vy, v} dr linjirt oberoende sa vi kan ortogonalisera:
up =v1, Wiy =spanfui}, [ =v2 (5.67)
T
vy U
U9 = v9 — PW1 (1)2) = V2 — ,211 1'LL1 (5.68)
Uy uq
—3 1|1 -1 NG
=5 3v2
=11 —72 ol=1|1]1, HUQ”:T (5.69)
0 1 1

Da ir {u1, us} en ortogonal bas for E, och {uy,u2,v3} en ortogonal bas for R3. Om
vi slutligen normerar far vi en ortonormerad egenbas med ortogonal egenvektormatris

1 1 _2
Vi 3 3
P=|0 =2 - (5.70)
1 ﬁ 23
V2 3V2 3
och
70 0
PTAP = D = diag(7,7,-2) = |0 7 0 (5.71)
00 —2

I allminhet kan den geometriska multipliciteten till ett egenvirde vara mindre én den
algebraiska multipliciteten, vilket betyder att det fattas egenvektorer for att bilda en bas for
hela R"™. Detta hidnder inte for symmetriska matriser.
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Sats 5.10 (Geometrisk multiplicitet ar lika med algebraisk for symmetrisk matris) Om A
ar ett egenvarde med algebraisk multiplicitet m till en symmetrisk matris, s& finns en
ortonormerad méngd {vy, . .., v, } av m egenvektorer som hér till A.

Bevis. Vi utelamnar beviset. Det svéra ér att visa att den geometriska multipliciteten ér lika
med den algebraiska. Sedan tar vi en bas f6r egenrummet och ortonormerar den med Gram-
Schmidts metod. O

Vi kan nu sammanfatta dessa resultat.

Sats 5.11 (Spektralsatsen for symmetriska matriser) En symmetrisk matris A € R"*"
har reella egenvirden A1, ... \,, dér varje egenvirde férekommer lika manga ginger
som dess algebraiska multiplicitet anger, och en ortonormerad bas {vi,...,v,} av
motsvarande egenvektorer.

Alternativt kan vi siga: om A € R™ ™ dr en symmetrisk matris s& finns en ortogo-

nal matris P € R™™"™ och en reell diagonal matris D = diag(\1, ..., \,) sddana att
PTAP = D.
Bevis. Satsen foljer direkt av foregaende satser. O

Exempel 5.13 (Symmetrisk differentialoperator) Transponatet av en matris uppfyller rela-
tionen

(Au) - v = (Au)Tv = uT (ATv) = u - (ATv) forallau,v € R® (5.72)

Om L: V — V dr en linjir operator i ett allmént skaldrproduktrum kan vi imitera
(5.72) och definiera transponatet L av L genom

(Lu,v) = (u, LTv) forallau,v €V (5.73)

Man kan visa att det alltid finns en operator LT : V' — V som uppfyller (5.73). Vi
uteldmnar beviset. Istillet ska vi visa det for ett specifikt exempel, ndmligen for diffe-
rentialoperatorn L: V' — W med

I —_D? (5.74)
V =C3([0,1]) = {u € C*([0,1]) | u(0) = u(1) = 0} (5.75)
W = C(0,1) (576)

se exempel 4.5. Funktioner i rummet C2([0, 1]) uppfyller randvillkor i indpunkterna
av intervallet [0, 1]. D4 dr ekvationen Lu = f ett randvirdesproblem (se avsnitt 6.5 i
del II)

{(0) (=), se@) 5

=0, u(l) =
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For att berakna transponatet av operatorn L tar vi u,v € V, bildar (Lu, v), integrerar
partiellt tva gdnger med anvindning av randvillkoren «(0) = u(1) = 0,v(0) = v(1) =

1
= (—D%u,v) = —u"(z) v(z) dz .

(1) = (-DPuv) = [ —u'(@)o(a)d 578

1
—1—/0 u' () ' (z) dx (5.79)

1
/ u(z) v (z) dzx (5.80)

0

1
= /0 u(z) (—v"(x)) dz = (u, =D?u) = (u, LTv) (5.81)

Detta visar att LT = —D? = L, dvs operatorn ir symmetrisk. I allménna skaldrpro-
duktrum kallas oftast den transponerade operatorn den adjungerade operatorn till L
och tecknas L*. Om L* = L, sa dr L sjilvadjungerad.

Differentialoperatorn —D?: C2([0,1]) — CZ([0, 1]) 4r alltsé sjilvadjungerad. Vi ska
studera randvérdesproblem mera utforligt i del IV.

5.3 Kvadratiska former

Funktioner av typen
f(z) = Az? 4 Ba2 + Ca? + Dxyxog + Exyas + Faoxs (5.82)

forekommer ofta i teknik och vetenskap. Ofta vill vi minimera eller maximera dem. Notera att
f innehaller endast kvadratiska termer. Detta &r typiskt for kvantiteter som energi, kostnad
och sa vidare.

Exempel 5.14 (Kvadratisk form) Vi s6ker minimum och maximum av den kvadratiska
funktionen
f(z) = 2% + 3z122 + 473 + 23 (5.83)

Vi kompletterar kvadraten:

x% + 3x129 = (21 + %x2)2 — %x% (5.84)
sa att

f(@) = (1 + 322)° + 15 + x5 (5.85)

Viseratt f(z) > 0och f(0) = Osdatt min(f) = 0. Det finns inget maximum eftersom
alla termer dr > 0 sd att f(z) — oo dé xf — oo.
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Men om vi antar bivillkoret x% + m% + x% = 1, dvs vi minimerar och maximerar over

sfiren istillet for hela rummet R3, s far vi att min f= 5_‘3‘/5, max f = % Vi ska

bevisa detta med hjdlp av ett symmetriskt egenvardesproblem.

Vi skriver funktionen pa matrisform:

1 20
fx)=2TAz, A= 540 (5.86)

0 0 1

Vi har namligen

1 % 0 il
.TTA:L‘ = [331 xTo :B3] % 4 0 xT9 (5.87)

0 0 1| |=3
= x% + %xlxg + %xgxl + 456% + x% = f(=x) (5.88)

Observera att vi har delat upp termen 3x122 = %xl To + %xQ.'E]_ i tvd lika delar for att
fa en symmetrisk matris.

I allmanhet har vi

flz) = anx% 4+ 2a192120 + - - - + 201,212, (5.89)
+ CLQQQ?% + 2a03x923 + - - + 209, 2Ty, (5.90)
+ a33x§ + 2a34x324 + - - + 2a3,23Ty (5.91)
=27 Ax (5.93)
a1l a2 o+ Qlp
al2 Qg -+ Q2
A= . o (5.94)
aln PR PEREEY ann

Observera att matrisen dr symmetrisk. Formeln innehaller alla kvadratiska termer x;x; som
gér att bilda och utnyttjar att x;2; = x;;.

Definition 5.7 (Kvadratisk form) En kvadratisk form ar en funktion @) : R™ — R som ges
av Q(z) = 7 Ar med en symmetrisk matris A € R™"*",

En kvadratisk form ar alltsa en reellvird funktion i flera variabler som endast innehaller
kvadratiska termer.

Det underlattar att vi kan byta variabler x = Py sa att den kvadratiska formen far en
enklare form utan blandade produkter z;z; med ¢ # j.
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Sats 5.12 (Satsen om principalaxlar) Lat A € R™*" vara symmetrisk. D4 finns en orto-
gonal matris P sidan att variabeltransformationen x = Py leder till 27 Az = y Dy
med en diagonal matris D. Matrisen D = diag(A1, ..., \,,) ir egenvirdesmatrisen till
A och P idr en motsvarande egenvektormatris. Vi har

el Az = M2+ + My (5.95)

Bevis. Spektralsatsen, sats 5.11, sdger att matrisen A 4r ortogonalt diagonaliserbar:
PTP =1, D=diag(\,...,\n), A= PDPT, D =PTAP (5.96)
Med z = Py far vi
o' Az = (Py)T A(Py) = y" (PTAP)y = y" Dy = Miyi + -+ + Ay (5.97)
O

Exempel 5.15 (Kvadratisk form) Tillbaka till exempel 5.14. Vi har

130
fx) =2} +3c120 + 42k + a3 =2TAz, A=|3 4 0 (5.98)

0 01

Vi loser egenvirdesproblemet for A. Karakteristiska ekvationen ar
1-x 3 0
2 3
347N 0 :(1—)\)’13>\ 43A‘ (5.99)
0 0 1-2A 2

= (1= -NE-2 -1 (5.100)
=(1-NAN-5x+1) (5.101)
T=-N((A=3)2-B 4+ 1 (5.102)
=(1-MN((=-37-5 (5.103)
=—-A-DA-3+3DA-3-%2) (5104

Egenvirdena dr (i storleksordning)
M=3-32%038 Ag=1, A3=3+32~462 (5.105)
Med den ortogonala egenvektormatrisen P och x = Py far vi

f(z) = 3" Az = y" Dy = \y? + Aoy + A3y (5.106)
= (5 -3t + 3+ (3 + 22)3 (5.107)
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Vi vill bestimma minimum och maximum av f 6ver sfiren ||| = 1. Eftersom P ir
ortogonal har vi || z|| = ||Py|| = ||y||, s att
=
min f(z) = min 27 Az = min y? Dy = % — %ﬁ fasday = |0 (5.108)
llell=1 llell=1 lyll=1 0
P4 samma vis
o
max f(z) = max 2! Az = max y’ Dy = g + 32ﬁ fasday = |0 (5.109)
llll=1 llell=1 lyll=1 1

Minimum respektive maximum &ver sfaren ges alltsa av minsta respektive storsta egen-
virdet, Apmin respektive Apax.

Axlarna 1, y2, y3 kallas principalaxlar eller huvudaxlar for A. De bildar ett ortogonalt
koordinatsystem i R3.

Exempel 5.16 (Max/min problem) Vi bestimmer minimum och maximum f6ér funktio-

nen
o 555% ol 537% + 855% + 8xr1x9 — 4r173 + 4073

5.110
f(@) a:% + x% + m?,) ( )
5 4 -2
Taljaren kan skrivas 77 Ax med A= | 4 5 2 |.Egenvirdenadr\ =0, 9, 9, se
-2 2 8

ovning 5.1 (d). Med motsvarande ortogonala egenvektormatris P sitter viz = Py och
far 2T Az = y" Dy, 272 = yTy, s att

f(z) = oAz y"Dy _ Oyf +9y3 +9y5 _ 9y + 9u3 G.111)
T yTy o yituitul it

Minimum fas da yo = y3 = 0:

0
min f = — =0 (5.112)
Y1
Maximum fas da y; = 0:
9y3 + 9y3
max f = 20208 _ g (5.113)
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Definition 5.8 (Definit kvadratisk form) En kvadratisk form Q(z) = 27 Az ar
1. positivt definit om Q(x) > 0 for alla x # 0
2. negativt definit om Q(z) < 0 forallaz # 0
3. indefinit om Q)(x) tar bade positiva och negativa virden
Om Q(z) > 0 respektive Q(x) < 0 for alla x, s& 4r Q) positivt semidefinit respektive

negativt semidefinit. Vi siger dven att matrisen A dr positivt definit etc om dess kvadra-
tiska form &r det.

Obs att Q(0) = 0.
I exempel 5.15 dr matrisen positivt definit eftersom (5.106) ger

2l Az = Aly% + )\ng + )\3y§ > Aly% >0 forallay=#0 (5.114)
ty A1 = g — % > 0. Detta resonemang giller allmént enligt ndsta sats.

Sats 5.13 (Definit kvadratisk form) Lat A € R™*" vara symmetrisk med egenvirdena
A, ..o A Dadr Q(z) = 27 Ax

1. positivt definit om och endast om alla A; > 0
2. negativt definit om och endast om alla \; < 0

3. indefinit om och endast om A har béde positiva och negativa egenvirden (nagot
Ai > 0 och nagot \; < 0)

Obs att striangt tecken kravs. Om till exempel alla \; > 0 si ar A endast positivt semide-
finit, z7 Az > 0.

Bevis. Enligt sats 5.12 har vi
el Ae =yl + -+ My (5.115)

Eftersom alla y? > 0 dd x = Py # 0, kontrolleras tecknet pa z7 Az av tecknen pa egenvir-
dena sa som satsen siger. O

Exempel 5.17 (Positivt definit differentialoperator) Fran exempel 5.13 vet vi att differen-
tialoperatorn

I = —D2 (5.116)
V =C2([0,1]) = {u € C*([0,1]) | u(0) =u(1) = 0} (5.117)
w = c([o,1]) (5.118)
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ar symmetrisk (sjilvadjungerad), LT = —D? = L, dvs (Lu,v) = (u, Lv). I analogi
med x7 Az for symmetrisk matris kan vi da definiera en kvadratisk form (Lu,u) =
(u, Lu). Vi visar att den ar positivt definit. Vi integrerar partiellt och anvinder rand-
villkoren:

1
<Lu,u>:/0 —u"(z) u(z) dz (5.119)

1

1 1
= [—u'(x)u(x)} —i—/o o' (z) u'(x)da?:/o u'(x)zdac>0 (5.120)

0
dvs (Lu,u) dr positivt semidefinit. Men om (Lu,u) = fol v/ (2)?der = 0, sa maste
u'(x) = 0forallaxz € [0,1], ty v’ dr kontinuerlig. Men d& ar u(z) = ¢ for ndgon
konstant c. Randvillkoret u(0) = 0 ger ¢ = 0. Alltsa: (Lu, u) = 0 medfor att u = 0,
dvs den ér positivt definit.

Nu ser vi att minustecknet 4r naturligt i definitionen L = —D?. Med plustecken, dvs
D2, far vi ju en negativt definit operator.
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Ovningar

5.1 Egenvirden och egenvektorer

Ovning 5.1 Los egenvirdesproblemet for matrisen A. Ange egenvirdena och deras
respektive egenrum samt algebraisk och geometrisk multiplicitet.

(@) A = [2 3} (b) A — [3 —5]

4 1 2 -3

1 0 0 5 4 =2
A=13 -1 0 dA=|4 5 2

5 4 0 -2 2 8

Ovning 5.2 Avgdr om matrisen dr diagonaliserbar och bestdm i sa fall matriserna P
och D.

1 0 O
0 1 1 1 0 -1
wa- ) wasf ] wasf ) @ S

Ovning 5.3 Berikna A'? da A 4r matrisen i 6vning 5.2 (b).

5.2 Spektralsatsen for symmetriska matriser

Ovning 5.4 Bestim en ortogonal matris P sadan att P AP blir en diagonal matris.
2 1

wae ] wafs ] wasls o wa-[t }

Ovning 5.5 Bestim en ortogonal matris P sidan att P7 AP blir en diagonal matris.

1 0 —4 1 0 -2 (1) g 8 g
@A=|10 5 4 b)A=]0 -1 2 (0 A=

-4 4 3 -2 2 0 00 10

0 2 0 3

Ovning 5.6 Berikna ARk positivt heltal.
(a) A frén 6vning 5.4 (a) (b) A fran 6vning 5.4 (b)
(c) A fran 6vning 5.4 (c) (d) A frén 6vning 5.5 (b)
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5.3 Kvadratiska former

Ovning 5.7 Bestim karaktiren (positivt definit etc) hos den kvadratiska formen.
(a) 51‘% e 31‘% T x% - 4x1x2 - 2%2%3

(b) 22 + 23 + 73 + 7172 + T173 + T273

(c) a:% + 4x120 + 22123 + 22923

(d) l’% + 51’% + 31’% — 2x129 + 4123 — 8T2X3

Ovning 5.8 Bestidm virdemangden for funktionen
f(2) 7x% + 6x% + 5m§ —4x129 — 4073
) = :
i + 23 + a3

Ovning 5.9 Bestim minsta virdet av funktionen f(z) = 23 + 4z 29 + 27123 + 27973
pa sfiren 27 + 23 + 2 = 8 och ange for vilka z det intriffar.

Problem

5.1 Egenviirden och egenvektorer

Problem 5.1 Antag att A, B € R™*" med B inverterbar. Visa att AB och BA har
samma egenvarden.

Problem 5.2 Visa att A &r inverterbar om och endast om A = 0 inte dr ett egenvdrde
till A.

Problem 5.3 Visa att om v dr egenvektor till A for egenvirdet ), s& dr v egenvektor till
AF for egenvirdet AF.

Problem 5.4 En kvadratisk matris A kallas idempotent om A? = A. Visa att en idem-
potent matris bara kan ha egenvirdena O eller 1.

Datorévning 5.1 Anvind funktionen eig i MATLAB for att 16sa egenvirdesproblemen
i féregaende ovningar.






6. Numerisk I6sning av linjara ekvationer

6.1 LU-faktorisering 163

6.2 Iterativa I6sningsmetoder 166

6.3 Numerisk 16sning av egenvardesproblem 171

Vi presenterar ndgra numeriska algoritmer for de ekvationer vi har studerat: Ax = b och
Az = .

Lat A € R™*" vara inverterbar och b € R™. Vi vet att den unika losningen dr x = A~1b
och den kan berdiknas med hjilp av transformation till reducerad trappstegsform, [A b] ~
[U d]. Vi dr nu ute efter mer effektiva metoder for berikning av losningen, speciellt for
mycket stora ekvationssystem, dvs da n dr mycket stort. Vi vill alltsd undvika att bilda
A=Y eller att gora en fullstindig radreduktion.

6.1 LU-faktorisering

Lit A € R™ " vara inverterbar. Vi vill faktorisera matrisen, dvs skriva den som en produkt
A=LU (6.1)

av tvd matriser L, U € R™*". 1 denna sektion ska vi forsoka gora det sé att L dr nedat triangu-
lir och U &r uppat triangular!. I sa fall kan Az = b skrivas LUx = b och lésas effektivt i tva
steg. Sétt y = U sé fas

Ly=1» (6.2)
Uxr=y (6.3)
Viloser forst Ly = b. Eftersom L &r nedat trianguldr kan det goras snabbt genom framatsub-

stitution. Vi har nu y och l6ser Uz = y snabbt med bakatsubstitution. Vi visar detta i ett
exempel.

1. Fran engelskan: L = lower triangular, U = upper triangular.

163
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Exempel 6.1 (LU-faktorisering) Vi transformerar matrisen till trappstegsform:

2 4 -1 2 1-1 2 4 -1 2 4 -1
A=|-4 -5 3 :+ ~ 0 3 1 -2 ~ (0 3 1 =U
2 10 4 + 0 6 5 J+ 0 0 3

(6.4)
Vi har alltsa
1 0 O 1 0 0] |1 0 O 2 4 -1 2 4 -1
0 1 0 0O 1 0of|2 1 0f|]—-4 -5 3|[=1(0 3 1 (6.5)
0 -2 1 -1 0 1 0 0 1 2 10 4 0 0
eller
EsEsE1A=U (6.6)

Vi fortsitter inte till reducerad trappstegsform. Vi har endast anvant radoperationer av
typ 1, dvs inga permutationer och skalningar. Radoperationerna ar inverterbara och vi
far

A= (E3E:E)"'U = E{'E; ' ESMU (6.7)
dér

0 0]t o 0]t 00 0 0
E'Ey'E;=1(-2 1 0[ |0 1 0[ |0 1 0|=|-2 1 0|=0L (68)
0 1] [t 0 1] |0 2 1 1 21

Obs hur E;- ! fas genom byta tecken pa det “aktiva” matriselementet i E; och hur detta

placeras in pa samma plats i L. Det beror pé att E|° L E5 ! bara éndrar kolonn 1 i Es 4
dér det ar nollor.

Vi har nu
1 00 2 4 -1
A=LU med L=|(-2 1 0|, U=1[0 3 1 (6.9)
1 21 0 0 3
Obs att L ar nedat triangulir med 1 pa diagonalen och att U ar uppat trianguldr. Med
1
b = | 1] blir ekvationen Ax = b forst Ly = b, dvs
1
1 0 0] [wn 1
2 1 0| || =1 (6.10)
1 2 1] |ys 1
med l6sningen (framatsubstitution)
y1 =1 (6.11)
Yo = 1+ 2y1 =3 (6.12)

y3=1—y1 — 2y = —6 (6.13)
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Sedan Uz = y, dvs

2 4 -1 (=1 1
0 3 1 ol = | 3 (6.14)
00 3 T3 —6

med l6sningen (bakatsubstitution)

x3=—6/3=-2 (6.15)
x9=(3—x3)/3=5/3 (6.16)
T = (1 —4x9 + $3)/2 = —23/6 (6.17)

Allt detta ska naturligtvis géras med datorberdkning.

Definition 6.1 (LU-faktorisering) Lat A € R"*™. En LU -faktorisering av A ges av
A=LU (6.18)

dar L € R™"™ ar nedat trianguldr med 1 pd diagonalen och U € R™ ™ ar uppat tri-
anguldr.

Foljande metod visar att LU -faktorisering finns om det gar att transformera matrisen till
trappstegsform utan permutationer och skalningar.

' D

Ruta 6.1 (LU-faktorisering utan pivotering)

1. Transformera till trappstegsmatris genom elementéra radoperationer utan per-
mutation (om det gar):
U=E, --EA (6.19)

2. Bilda
L=E" B! (6.20)

Detta gar att gora genom att byta tecken pa de “aktiva” matriselementen i F£; och
placerain demi L.

Ibland maste vi gora permutationer for att kunna fortsétta radoperationerna. Da maste
vi hélla reda pa permutationerna och L blir inte trianguldr utan en produkt av trianguldra
matriser och permutationsmatriser. Detta kallas LU -faktorisering med pivotering. D& sam-
lar vi information om vilka radbyten (permutationer) som gjorts i en permutationsmatris P.
Denna har precis en 1 i varje rad och varje kolonn: p;; = 1 betyder att rad j flyttats och blivit
rad i. Da har vi att PA, den permuterade matrisen, kan LU -faktoriseras utan pivotering, dvs
PA = LU. Viloser sedan det permuterade systemet PAx = Pbmed Ly = Pb, Uz = y.
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Exempel 6.2 (LU-faktorisering med pivotering) Vi atervinder till exempel 6.1. Vi anvin-
der MaTLAB. Kommandoraden [L U]=1u(A) ger

—-0.5 0.2 1.0 —-4.0 —-5.0 3.0
L=]110 0 O0f, U=| 0 75 5.5 (6.21)
-0.5 1.0 O 0 0 -06

Matrisen L ér inte trianguldr. Tydligen har MATLAB funnit det lampligt att pivotera trots
att vi vet att det inte behovs. Kommandoraden [L U P]=1u(A) ger

10 0 O —-4.0 =50 3.0 010
L=]|-05 10 0(,U=] 0 75 55|, P=(0 0 1 (6.22)
—-0.5 0.2 1.0 0 0 —06 1 00

Permutationsmatrisen visar foljande radbyten: 2 — 1,1 — 3,3 — 2. Den permuterade
matrisen PA ir

-4 -5 3
PA=|2 10 4 (6.23)
2 4 -1

Kommadoraden [L U]=1u(Px*A) ger samma L, U som i (6.22).
LU -faktorisering ar effektiv speciellt da vi vill 16sa Az = b med manga hogerled b men

samma A. I stillet for att bilda A~! och x = A~1b, vilket ir ineffektivt, s& bildar vi L och U
och l6ser i tva steg som beskrivits ovan.

6.2 lIterativa [6sningsmetoder

Iterativa losningsmetoder bygger p4 att gora en matris-vektor multiplikation i varje steg. Detta
ar speciellt effektivt om matrisen ar stor och gles, dvs da de flesta elementen &r noll. Da kan vi
spara matrisen i glest format, dvs spara endast de nollskiljda elementen, och implementera
snabb matris-vektor multiplikation.

Lat A € R™ " vara inverterbar och b € R"™. Vi vill 16sa ekvationen Az = b med en
fixpunktsiteration, se avsnitt 6.3 i del L. Ett sitt att skriva ekvationen pa fixpunktsform ar att
dela upp matrisen enligt A = L + K, ddr matrisen L bor vara latt att invertera, dvs det ska
vara litt att 16sa Lx = y. Da far vi

Lxr=b—-Kx (6.24)

Om vi multiplicerar med L~! far vi en fixpunktsekvation:
r=L"0-L"'Kz (6.25)

dvs
r=g(z), gx)=L"'v—-L 'Kz (6.26)
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och fixpunktsiterationen blir
P =L % — LKk (6.27)
Iterationen konvergerar om ¢g: R — R™ dr en kontraktion (Banachs fixpunktssats):

lg(z) = gl = I(L™"0 = L7 Ka) = (L™'0 — L7 Ky)| (6.28)
=|L'K(z —y)|| <7llz —yl| forallaz,yeR" (6.29)

med v < 1. Detta dr ekvivalent med
L7 Kz| < ~ljz|| forallaz € R" medy < 1 (6.30)
Vi vill inte bilda inversa matrisen L~! utan skriver iterationen i (6.27) pa formen
Lokt = b — Ka* (6.31)

dér vi alltsa ska 16sa en ekvation av typen Lz = y i varje steg.

Jacobis metod. En naturlig uppdelning A = L + K dr att ta L = diag(A), dvs en diago-
nal matris med samma diagonal som A. Matrisen K blir dd matrisen av de icke-diagonala
elementeni A, dvs

agz 0 -+ 0 0 a2 e G1n
L= 9 oL k=™ : (6.32)
. *. *. 0 : ..' '.. an_17n
0 - 0 apy anl - Adnpn—1 0

Utskriven elementvis blir da iterationen (6.31)

aiixfﬂ = bi — Z al-jx‘l;, 1= 1, ey (6.33)
J#i
vilket l6ses latt
AR (b -3 aya ) i=1,....n (6.34)
J#i

Detta kallas Jacobis metod. Vi ska inte genomféra beviset att metoden konvergerar via kon-
vergensvillkoret (6.30). Men vi kan nog ana att det betyder att matrisen L ska vara “stor” i
forhallande till matrisen K, si att L~ K blir “liten”. T det hir fallet betyder det att diagona-
lelementen ska vara stora i forhallande till icke-diagonalelementen. Det precisa villkoret dr
foljande.

Definition 6.2 (Strdngt diagonaldominant matris) En matris A € R™*" ar stringt diago-
naldominant om
lai;| > Z|aij| forallai=1,...,n (6.35)
J#i
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I algoritmisk form blir Jacobis metod: berakna

Yi —( Zawxj) i1=1,...,n (6.36)
JFi

och uppdatera = < y. Se algoritm 1.

Algoritm 1 Jacobis metod

Input: A € R™", b € R", zy € R", tolerans TOL € R
Output: # ~ z = A1

Antaganden: A strangt diagonaldominant, TOL > 0

1. * < X

2: 0+ 2-TOL

3: while § > TOL do

4 0+ 0

5: fori =1,2,...,ndo
6 s<b;

7 forj=1,2,...,ndo
8 if ¢ # j then

9: § 4= 8 — QiT;
10: end if
11: end for
12: Yi < S/CLZ'Z'

13: § < max (9, |y; — z;|)
14: end for

15: Ty

16: end while

17: £ <

Gauss-Seidels metod. Om vi i stallet for (6.36) gor
Ti —( Zawxj> i=1,...,n (6.37)
J#i

se algoritm 2, sé slipper vi anvdnda en temporir variabel y. Dessutom anvinder vi de mest
aktuella vardena av x;. For att se det tydligare skriver vi ut (6.37) med iterationsindex:

1 i—1 n
k+1 k+1 k :
xﬁ :;(bi—Zaijijr — Z aij:rj>, i=1,...,n (6.38)
" j=1 j=i+1
k+1

I den forsta summan anvander vi elementen z ;' som redan har blivit berdknade. Om vi
forlanger med a;; och flyttar férsta summan till vinsterledet far vi

Zazjxkﬂ =b; — Z azjxj, i=1,...,n (6.39)

Jj=t+1
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dér vi lagt in termen aiixfﬂ i den forsta summan. Ekvationen i (6.39) har formen
Lot = b — Ko (6.40)

dvs vi har uppdelningen A = L + K med

all 0 e 0 0 aig - ain
L=|" - -l K= 9 R (6.41)
. *. *. 0 : '-' '.' a/n/_lyn
an1 ann—1 Qnn 0 0 0

Algoritm 2 Gauss—Seidels metod

Input: A € R™*"™, b € R", p € R", tolerans TOL € R
Output: & ~ z = A1

Antaganden: A strangt diagonaldominant, TOL > 0

1: xT < X

2: 6+ 2-TOL

3: while § > TOL do

4: 60+ 0

5: fori=1,2,...,ndo

6: s <+ b;

7: forj=1,2,...,ndo
8: if © # j then

9: § 48— Qyxy
10: end if

11: end for

12: Y s/aii

13: 0 < max(0, |y — x;|)
14: T <Y

15: end for

16: end while

17: £ < x

Algoritm 3, successiv dverrelaxation (SOR), dr en modifikation av Gauss-Seidels metod
med en “relaxationsparameter” w som vi kan experimentera med for att forbattra konvergen-
sen.

Konjugerade gradient-metoden. Fér symmetrisk och positivt definit matris A finns en annan
typ av iteration, den konjugerade gradient-metoden. Den minimerar funktionen || Az — b||?
(minimum da z = A~!b). Den bygger pi ortogonalitet med avseende pa skalirprodukten
(z,y) = 2T Ax. (Denna uppfyller villkoren for skaldrprodukt i definition 4.15 om A #r sym-
metrisk och positivt definit.) Genom att iteraten blir ortogonala, nar vi exakta I6sningen inom
n steg. Men dd n ar mycket stort nir vi acceptabel noggrannhet mycket tidigare dn si och
iterationen stoppar. Vi gér inte in pa hur den fungerar utan presenterar den som en algoritm,
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Algoritm 3 Successiv dverrelaxation (SOR)

Input: A € R™", b € R", x5 € R"”, tolerans TOL > 0, relaxationsparameter w > 0
Output: 2 ~ z = A~ 'b

Antaganden: A stringt diagonaldominant, TOL > 0

1: T < X

2: 0+ 2-TOL

3: while 6 > TOL do

4 0«0

5: fori=1,2,...,ndo

6 s < b;

7 forj=1,2,...,ndo
8 if ¢ # j then

9 § 4 8§ — QijT;
10: end if

11: end for

12: Y < s/ag

13: y—wy+ (1 —w)x;
14: d + max(d, |y — x;])
15: Ti <Y

16: end for

17: end while

18: T+ x

algoritm 4. Den dr mycket snabbare dn Jacobi och Gauss-Seidel om matrisen dr symmetrisk
och positivt definit.
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Algoritm 4 Konjugerade gradient-metoden (CG)
Input: A € R™*"™, b € R", p € R", tolerans TOL € R
Output: & ~ 2z = A~ b
Antaganden: A symmetrisk och positivt definit, TOL > 0
r<b— Axg
P
while ||| > TOL do

y < Ap

a < [Ir|*/(y - p)

T4 T+ ap

ST —oy

B+ lIsl*/lIr]I?

p s+ Bp

TS
: end while
T+ x

R N A T o e

_— = =
M @

6.3 Numerisk 16sning av egenvardesproblem

Metoden i ruta 5.2 dr opraktisk, rentav omaijlig, att anvinda for l6sning av egenvirdesproblem
da n dr storre dn 3 eller 4 for att inte tala om riktigt stora n. Vi maste ju l6sa en polynom-
ekvation av grad n (svart) och sedan ménga linjéra ekvationssystem (ocksa svért).

I stéllet soker vi en approximativ l9sning via en iterativ metod. Vi berdknar en f6ljd av
vektorer (z!,22,...) = (2¥)?2, som konvergerar mot en egenvektor v med Av = Av. Det
vill sdgaatt 2% — v ddk — oo ochvi far sedan en foljd (\*)?°, som approximerar egenvirdet

genom Rayleigh-kvoten

K\T Ak T T T
(@) Az viAv vt (dw)  viu .
M= S 7 T =ty =N, =) dkoe (64)

Rayleigh-kvoten av A € R"*" och y € R™ ér alltsa

y? Ay
yTy

(6.43)

Obs att y’'y = ||y||%.
Vi antar inte att A ar symmetrisk (som i avsnitt 5.3), endast att A dr diagonaliserbar:

P'AP=D, P=[v - v,), D=diag(\,...,\n) (6.44)

Den enklaste algoritmen ir potensmetoden. Vi tar en godtycklig startvektor 2° och berik-
nar
2F = APt dvs2F = AR (6.45)
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En kommentar om beteckningen: x* med 6vre index betecknar iterationsvektor nummer k och
betyder inte “x upphdjt till k7, vilket saknar mening. Egenvektor nummer j betecknas v; med
nedre index. Pd komponentform blir dessa

=11, wi=]|: (6.46)

2% Unj

Eftersom A dr diagonaliserbar har vi en bas av egenvektorer {v;}"_;. I egenvektorbasen
far vi
20 =civ; + - + cpvn (:co = Pc) (6.47)

och (se exempel 5.10)
2% = Meeyog + -+ Aeyu, (xk — PDFP120 = Pch) (6.48)

Foljden z* konvergerar normalt inte: faktorerna )\;? kan ga mot odndligheten eller mot noll
beroende pa om |\;| ar storre eller mindre d4n 1. Men om \; 4r ett dominant egenvirde, dvs

IA1] > A2 = - = [ (6.49)

sd kan vi skala med /\ik och fa
1

1 Ao\ k An\ K

% z* = cjug + (i> covg + - + (*n) cpvp — c1v1 € By, =span{v1}  (6.50)

Al A1 A1
da k — oo. (Hér antar vi att ¢; # 0, annars tar vi ny startvektor z0.)

Alltsa: yk = /le xk konvergerar mot cjv1, en egenvektor till \;. Den konvergenta itera-

1
tionen ar ] 1
1 0 k k—1
= —Ax =—A 6.51
e W A vt (6.51)

dvs multiplicera med A och skala med faktorn )\% Men A; ér okdnd sa vi maste skala pa nagot
annat sitt. Till exempel: normera

2K = Agykl (6.52)
yb = L Lok (6.53)
Bl

dir tecknet viljs sa att /¥ och y*~! pekar at (ungefir) samma hall (bildar spetsig vinkel). (Om
A1 dr negativ sa vixlar y/* riktning; dé far vi ingen konvergens. Vi skulle ocksa kunna skala sa
att storsta komponenten i 3/ blir 1 for att undvika att foljden vixer obegrinsat eller gir mot
noll och att ¥ vixlar riktning.) Rayleigh-kvoten (6.42) ger sedan en approximerande foljd
)\’f — )\1.

Villkoret (6.49), som det ar formulerat, utesluter att A; dr ett multipelt egenvirde. Men det
ar inte hela sanningen: )\; ska vara dominant som “distinkt egenvirde”. Om till exempel \;
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ar ett dominant dubbelt egenvirde, dvs med algebraisk och geometrisk multiplicitet 2, sa &ar
A1 = Ag ett distinkt egenvarde och (6.49) ersitts av

Al = (A2l > [As] = - = A (6.54)
Déa har vi E)\, = span{v1, va} och (6.48) blir

zF = )\’f(clvl + cov9) + )\15031)3 4+ )\flcnvn (6.55)

k

och vi far y* = /\ik ¥ — c1v1 +cove € B, ddr ¢, ¢ ej bida fir vara 0. Rayleigh-kvoten ger
1

sedan en approximation till \; = Ay, men vi fir experimentera med valet av 2° for att hitta
tva linjart oberoende egenvektorer.
Hur beriknar vi ett egenvirde som inte dr dominant? Svaret ar att skifta och invertera. Det
betyder
B=A—-al (skifta med o € R) (6.56)
B l= (A— ozI)_1 (invertera) (6.57)

Matriserna B och B~! har samma egenvektorer som A, ty

Av =X (6.58)
Bv=Av—av=(A—a)v (6.59)
v=(\—-a)B v (6.60)
Blv=(0\-a)t (6.61)

Alltsa: (A — o) ™! har egenvirdet (A — o) ! med samma egenvektor v. Om nu « 4r nira A
sd blir (A — o) ! ett mycket dominant egenvirde till (4 — aI) .
Detta leder till den inversa potensmetoden:

1. Gissa en approximation a ~ .

2. Tillimpa potensmetoden pa (A — aI)~! och berikna en approximativ egenvektor 9.
3. Approximativt egenpar (X, ) till A fas som X = (67 A)/(679) och ©.

Nir vi tillimpar potensmetoden multiplicerar vi med (A — o) ™! i varje steg, dvs (6.52)

blir
2K = (A —al) Yyt ! (6.62)

Hir bildar vi inte den inversa matrisen utan vi loser ekvationen
(A—al)zk =+t (6.63)

Detta dr ett bra exempel pa nar LU -faktorisering dr effektiv: viloser en ekvation ménga ganger
med samma matris men med olika hogerled. Vi faktoriserar A — ol = LU en gang for alla
och l6ser i varje steg forst Lv* = y*~1, sedan UzF = vF.

En nackdel med denna metod ir att den berdknar endast ett egenpar 4t gdngen. Idén kan
forfinas pd manga satt. MATLAB har till exempel funktionen eig som berdknar alla egenviarden

och en tillhérande egenvektormatris pa en gang: [P D]=eig(A).
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Exempel 6.3 (Inversa potensmetoden) Vi experimenterar med inversa potensmetoden.
Detta lampar sig inte for handrakning, sa vi anvinder MATLAB. Vi borjar med att skapa
en diagonaliserbar matris med kianda egenvarden och egenvektorer, dvs vi hittar pa P
och D och bildar A = PDP~ 1.

P=1[111;12-3; 45 6];

D=[600; 0-50; 00 -5];

A = P*xD/P

[V, E] = eig(h)

Egenvirdena dr A\ = A2 = —5, A3 = 5. Egenvirdet —5 dr dubbelt och vi har inget
dominant egenvirde eftersom |\1| = |Aa| = |A3|. Vi férbereder iterationen genom att

skapa en slumpmassig startvektor, vdlja skiftparametern  nara —5 och LU -faktorisera
den skiftade matrisen.

x = rand(3, 1);

alpha = -4.5;

I = eye(size(h));

[L, U] = lu(A-alphaxI);

Sedan itererar vi genom att upprepa f6ljande rader till konvergens.

y = L\x;
x = U\y;
x = x/norm(x)

Vi avbryter nir vi ser att ett lagom antal decimaler har fixerats. Observera att x vixlar
riktning eftersom vi berdknar ett negativt egenvirde. Darfor konvergerar inte foljden i
strikt mening. Men Rayleigh-kvoten ger dnda ritt egenvirde:

lambda = x'x*xAx*x

(Har ar namnaren 272 = ||z/|> = 1 eftersom vi har normerat.) Om vi vill avbryta

iterationen med ett stoppvillkor maste vi spara forra vektorn och se till att nésta vektor
inte vaxlar riktning:

= L\x;

= U\y;
z/norm(z) ;

= sign(x'*z)*z;
= norm(z-x)

z

X O N N N
]

Har ser vi till att vinkeln mellan = och z ér spetsig genom att byta riktning om vinkeln
blir trubbig, 27z < 0. Vi stoppar da e blir tillrackligt liten.
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Algoritm 5 Potensmetoden

Input: A € R™*", 25 € R"”, tolerans TOL € R
Output: Approximativt egenvarde A ~ A och en motsvarande approximativ egenvektor
Antaganden: A diagonaliserbar, A\ € R dominant egenvirde, ¢ # 0, TOL > 0

1: T < Xo

2: 0+ 2-TOL
3: while 6 > TOL do
4 y <+ Ax
5y« y/llyl
6y < sign(a’y)y
o e llo—yl
8 Ty

9: end while

10: A« 2T Az

11: T+ x

Algoritm 6 Inversa potensmetoden

Input: A € R™*", « € R, 29 € R", tolerans TOL € R
Output: Approximativt egenvirde A ~ A och en motsvarande approximativ egenvektor &
Antaganden: A diagonaliserbar, A € R egenvirde néra o, 29 # 0, TOL > 0
LU =A—-aol
T < Xo
0+ 2-TOL
while § > TOL do
y <+ L'z
y« Uty
y < y/llyll
y « sign(zy)y
6 [z =yl
Ty
: end while
A 2T Ax
T

R N AU S

— =
@ N e
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Ovningar

6.1 LU-faktorisering

Ovning 6.1 Bestdm en LU -faktorisering till A och anvind denna for att 16sa Ax = b
(se 6vning 2.1).

(a) A =

(A=

5 1 1 1 2
2 ﬂ,b:m A= |2 0 3|,b= |3
- 31 2 4
9 3 —4 9 6 3 12 3
6 -5 0 |.b=|4| @A=]|-2 1 —20|,6=]3
1 2 4 1 3 2 —-10 2

6.1 LU-faktorisering

Problem 6.1 Antagatt A = LU ér en LU -faktorisering. Visa att det(A) = w11 - - - Upp.

6.2 Iterativa losningsmetoder

Problem 6.2 Visa att (6.25) kan skrivas x = b+ L~ (b— Ax). Detta ir ett alternativt sitt
att skriva Az = b som fixpunktsekvation: vélj en matris L som é&r ldtt att invertera och
som approximerar A i nagon mening. Still sedan upp ekvationen x = b+L "1 (b— Ax).
Vad blir ekvationen om L = A?

Problem 6.3 Visa att (z,y) = 7 Ay uppfyller villkoren for skalirprodukt i defini-
tion 4.15 om A dr symmetrisk och positivt definit.

Datorovningar

Datorévning 6.1 Gor 6vning 6.1 med hjilp av MATLAB.

Datorévning 6.2 Skriv ett datorprogram som implementerar Jacobis metod.

Datorévning 6.3 Skriv ett datorprogram som implementerar Gauss—Seidels metod.

Datorévning 6.4 Experimentera med inversa potensmetoden som i exempel 6.3.
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Datorévning 6.5 Skriv ett datorprogram som implementerar inversa potensmetoden.
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Vi presenterar ndgra tillimpningar av linjdir algebra.

7.1 Kurvanpassning

En matematisk modell av verkligheten bestér ofta av ett funktionellt samband mellan fysiska
variabler

y= f(x) (7.1)

Viantar i denna diskussion att vi har endast en oberoende variabel = och en beroende variabel
y. Funktionen f beskrivs med hjilp av antal parametrar, som vi bestimmer genom att gora
observationer i ett kontrollerat experiment. Sambandet (7.1) kan sedan anvindas for att géra
forutsigelser om hur systemet beter sig i icke observerade situationer.

Den enklaste modellen har formen

y = Bo+ Bz (7.2)

dvs ett linjirt samband! mellan = och y med tvd parametrar 3y och (3;. Parametrarna ska
bestimmas fran experimentella métdata (x;,y;),7 = 1,..., N. Det betyder att vi vill anpassa
en rit linje pa formen (7.2) till datapunkterna (x;, y;). Dérfér talar vi om kurvanpassning och
mer specifikt om linjdr regression i detta fall. Om vi sdtter in mitvardena i ekvationen far vi

1. Sambandet &r egentligen affint, dvs konstant plus linjér funktion.

179
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ett linjart ekvationssystem:
Bo + Prz1 =y

Bo + Pixa = Yo
(7.3)

Bo+ Bizn = yn

Detta ér 6verbestdmt och saknar normalt 16sning. Vi bestimmer en approximativ 16sning med
minsta kvadratmetoden. Vi skriver pa matrisform

I = Y1
) Bo| _ | .
|:/81:| - : (7-4)
1 zn YN
dvs
XB=y (7.5)
dar
1 x Y1
x=[i t|. o= |2 u= | 7.6
1
1 an YN

kallas designmatris, parametervektor och observationsvektor. Vardena i X ar de virden som vi
viljer att anvanda nér vi designar vart experiment och virdena i y dr de viarden som vi sedan
observerar (miter).

Minsta kvadratlgsningen fas genom att 16sa normalekvationerna:

(XTX)B=X"y (7.7)

Metoden dr inte begrénsad till linjara modeller utan kan &ven anvindas for mer allménna
modeller

Yy = BOfO(fE) + ﬁpfp(m) (7.8)

Det viktiga dr att modellen beror linjart pa parametrarna f3;. Till exempel kan vi ha en kvadra-
tisk modell:

y = Bo + 1z + B’ (7.9)
Da far vi
1oz a2} [, Y1
: Bi| =1 (7.10)
1 oy 2% B2 YN

Hér anpassar vi en kvadratisk kurva till métpunkterna. Detta kallas kvadratisk regression.
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Exempel 7.1 (Kvadratisk regression) Hojden z for en boll som kastas vertikalt ges av
begynnelsevardesproblemet

mzZ(t) = —mg, t > 0; 2(0) = 20, 2(0) = v (7.11)
med l6sningen
2(t) = 20 + vot — 1 gt (7.12)
Detta dr en kvadratisk modell med parametrarna 5y = 29, 81 = vg, B2 = —%g. Vi
bestimmer parametrarna fran observationer z; vid tidpunkterna ¢;,s = 1,..., N.
Vi har foljande data:
1 1 2 3 4 5

tis] [ .0 20 30 40 50
zi[m] [ 250 400 450 41.0 27.0

Designmatrisen och observationsvektorn blir

1 1 1 25
1 2 4 40
X=11 3 9|, z= |45 (7.13)
1 4 16 41
1 5 25 27
Med MATLAB beriknar vi:
t=1[12345]";
z = [25 40 45 41 27]"';
X = [ones(5,1) t t.72];

rref ([X'*X X'*z])
beta = X\z

Vi far § = [0.6000 29.2143 — 4.7857]T, vilket svarar mot zg ~ 0.6000m, vg ~
29.2143ms ! och g ~ 9.5714ms 2. (Exemplet skapades genom att berikna z(t;)
enligt (7.12) med z9p = 0, vg = 30 och ¢ = 9.81 och sedan lagga till “matfel” i z;
genom att stryka decimalerna.)

Vi illustrerar kurvanpassningen genom att plotta kurvan tillsammans med datapunkt-
erna:

f=0(t) beta(l)+beta(2).*t+beta(3).*t."2;
clf, hold on

fplot(f, [0,6])

plot(t,z,'*")
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7.2 System av linjara ordindra differentialekvationer

Vi ska studera begynnelsvirdesproblem for ett homogent linjart system av ordindra differen-
tialekvationer:
2'(t) = Az(t), t > 0; =z(0)=10b (7.14)

(Systemet dr homogent eftersom det ér pa formen 2/ (t) — Ax(t) = 0. Motsvarande inhomo-
gena system dr 2/ (t) — Ax(t) = f(t).) Hir ar 2(t) € R™, b € R™ och vi antar att koefficient-
matrisen A € R™ " ir diagonaliserbar, dvs A = PDP ™1,

Vi anvinder egenvektorbasen P = [v1 - -+ vy]:
z=Py, y=P 'z, b=Pc, c=P (7.15)
Da far vi
y' = (P7'2) = P72’ = P~'Az = P"1APy = Dy (7.16)

och y(0) = P~12(0) = P~'b = c. Vi har ett diagonalt system
y'(t) = Dy(t), t > 0; y(0)=c (7.17)
Eftersom D = diag(Ay, ..., A, ) blir detta

yi(t) = My (t), t > 0;  y1(0) =1

: (7.18)
yql’b(t) = An¥n(t), t > 0; yn(0) =cp
Vi erinrar oss fran del IT att det skaldra begynnelsevirdesproblemet
Yr(t) = Meyr(t), t > 0; yx(0) = ¢ (7.19)
har unik 16sning
yi(t) = cpent (7.20)
Vi transformerar tillbaka
n
x(t) = Py(t) = Z cke vy, = cre’Mtug 4o et (7.21)

k=1

I egenvektorbasen far vi alltsa ett okopplat system av differentialekvationer, dér ekvatio-
nerna kan l6sas individuellt. I det ursprungliga systemet ar ekvationerna kopplade till varandra
och méste 16sas samtidigt. Resultatet dr att vi far en 16sningsformel

n

z(t) = Z cpe Mty (7.22)

k=1
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Losningen dr en summa av egenmoder

Uik
CkeAkt V = Cke)\kt (7.23)

Unk
Detta ska inte ses som en berdakningsmetod. Om vi vill berdkna l6sningen anvander vi
hellre numeriska metoder fran del II. Det viktiga med l6sningsformeln ér att den ger kvalita-

tiv information om l16sningens beteende. Detta bestims i sin tur av exponentialfunktionens
beteende.

1. Reellt egenvdrde \j:
vaxande om A\, > 0
eM! { konstant om Ay = 0 (7.24)

avtagande om A\, < 0

2. Komplext egenvirde A\, = oy, £ 1B
e)\kt — e(akiiﬁk)t — eakteﬂ:iﬁkt (7'25)

vaxande svingning om ay, > 0
= ekt ( cos(Bt) + isin(ﬂkt)) konstant amplitud om o, = 0 (7.26)

avtagande svingning om oy, < 0

Vi sdger att systemet dr stabilt om inga egenmoder vixer dd ¢ — oo. Detta intraffar om och
endast om alla Re(\;) = o, < 0. Annars ir systemet instabilt.?

Exempel 7.2 (Linjarisering) Linjdra system av ordindra differentialekvationer 2'(t) =
Ax(t) uppkommer ofta som ekvationen for storningar av ett ickelinjért system /' (t) =
f(u(t)) ndra en jamviktspunkt @, dvs en punkt sidan att f(u) = 0. Med en storning
x(t) = u(t) — u menar vi en avvikelse fran jaimviktsldget. Jimviktsldget « dr stabilt om
alla storningar som dr sméd vid t = 0 forblir sma da ¢ — oo, sd att u(t) = v+ z(t) = u,
dvs losningen forblir néra jamviktslaget.

I del IV ska vi ldra oss att derivera flervariabelfunktioner och se att derivatan av f i @
dr en matris A = f’(@). Analogt med avsnitt 4.6 i del I kan vi d& approximera f(u(t))
med linjdriseringen av f runt u:

fu(t) = f(u+z(t)) ~ f(a) + f(a)z(t) = Ax(t) omxz(t)irliten  (7.27)
eftersom f(u) = 0 och f'(u) = A. For storningen x(t) = u(t) — u far vi
() = (ut) —u) =4 (t) = f(u(t)) ~ Az(t) (7.28)

dvs (approximativt) /() = Az (t) om x(t) ir liten.

2. Detta forutsitter att A dr diagonaliserbar, annars blir det mer komplicerat.
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Den linjéra ekvationen 2/(t) = Ax(t) fas alltsd genom att linjirisera den ickelinjira
ekvationen v/(t) = f(u(t)) kring en jimviktspunkt @. Stabiliteten hos jamviktsliget
avgors da av stabiliteten hos det linjiriserade systemet () = Ax(t) enligt ovan.

Beteendena i punkt 1 och 2 kan kombineras pa manga sétt i summan (7.22). Vi demon-
strerar nagra fall som kan intriffa dd n = 2:

z(t) = y1(t) v1 + y2(t) va = cre™ vy + coe™ vy (7.29)

Exempel 7.3 (Reella egenvarden)
1. Bada A\; > 0 och Ay > 0. Till exempel: \; = 1, Ag = 2.
2 g (7.30)

z(t) = cre’ vy + coe

I y1, y2-planet har vi da

pat) = e = 5(ad)’ = SmM)? (@#0) 73D
1 1

dvs kurvor av typen y2 = cy? (c € R). Alla egenmoder gir mot odndligheten
(utom de som startar i origo). Instabilt system.

2. Bada A\ < 0 och Ay < 0. Till exempel: A\; = —1, Ag = —2.
z(t) = cre tug + coe 2ty (7.32)

Igen fir vi kurvor av typen y2 = cy? (¢ € R) men nu genomlops de i motsatt
riktning: in mot origo. Stabilt system.

3. Ett Ay > O ochett Ay < 0. Till exempel: \; = 1, Ay = —2.

z(t) = crel vy + coe 2ty (7.33)
Nu far vi
ya(t) = coe 2 = ¢yc? <L)2 = coc? 1 (c1 #0) (7.34)
"\eet Y ((t))? '

dvs kurvor av typen yo = ¢/3? (c € R). (De kallas hyperbler och systemet kallas
hyperboliskt.) Alla egenmoder gar mot oandligheten utom de som startar pa ys-
axeln. Instabilt system.
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_

Figur 7.1: Massa och fjdder.

Exempel 7.4 (Imagindra egenvérden) Vi studerar begynnelsevirdesproblemet
u”(t) +wu(t) =0, t>0; u(0) =ug, u'(0)=u; (w>0) (7.35)

Denna ekvation beskriver diverse svingningsfenomen, till exempel rorelsen av en kropp
med massan m [kg] som r fist vid en fjider med fjaderkonstanten k£ [N m~]. Fjaderns
forlangning (frén jamviktslaget) vid tiden ¢ [s] dr w(¢) [m] och fjaderkraften dr da F' =
—ku [N] (se figur 7.1). Newtons andra lag ger mu”(t) = —ku(t) och vi far (7.35)
med w = /k/m [s7!]% och med begynnelseldge u¢ [m] och begynnelsehastighet 1
[ms—!].

Differentialekvationen &r av andra ordningen. Vi larde oss i del II att vi kan skriva den
som ett system av ekvationer av férsta ordningen genom att sitta 1 = u, o = u’. Vi

—w =)

far da ,
z1(t) = x2(¢
,1( ) 2(2) (7.36)
Ty(t) = —w 1 (t)
dvs pa matrisform
T'(t) = Az(t), t > 0; z(0) = zg (7.37)
med
. 0 1 _ |Uo
A= [_wz 0} , To= [ul] (7.38)
Vi loser egenvirdesproblemet. Karakteristiska polynomet dr
_)\ 1 2 2 . .
det(A—\I) = 9 =XNMt+w =N —iw)(A+iw) (7.39)
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med tvé imagindra rotter A\ = +iw. Viloser egenvektorekvationen (A — A/ )v = 0 med

A = iw: i/ /
—iw 1 iw —iw 1 i/w 1 i/w
[—w2 —iw] J+ ~ [ 0 O} - [0 0 ] )

Vi har en fri variabel och vi far
V=35 [—1/w] = ;ls [1] , valju = [1] (7.41)
1 w |iw iw

Med X = —iw fér vi pd samma sitt: vy = {—iw} . Egenvektormatrisen och egenvirdes-

matrisen ar

P:[1 1 ] pto 1 [_iw _1}, D:{iw _Qw] (7.42)

iw —iw —2iw |[—ilw 1

Losningsformeln blir

x(t) = c1eMt vy + coe™?t vy (7.43)
= Cleiwt |:1:| + CQC_iwt |: 1 :| (744)

iw —iw
= ¢y (cos(wt) + isin(wt)) Li] + o ( cos(wt) — isin(wt)) [_1@} (7.45)

Hir dr bada Re(\y) = 0: stabilt system. Vi tittar pd komponenterna separat och samlar
cos och sin:

x1(t) = (c1 + c2) cos(wt) + (c1 — c2)isin(wt) (7.46)
= acos(wt) + bsin(wt) (7.47)
x9(t) = —(c1 + c2)w sin(wt) + (¢1 — ¢2)iw cos(wt) (7.48)
= —aw sin(wt) + bw cos(wt) (7.49)

dir a = ¢1 + ¢2, b = i(c1 — o) ska vara reella tal. Obs att 29(t) = /| (). Detta dr en
svangning (oscillation). Tag till exempel a = 1, b = 0, sa fas

:L'(t)—[ soni{ut] ] (7.50)

—w sin(wt)

se losningskurvor i figur 7.2. Losningen kan ocksa illustreras genom ett fasportritt
genom att eliminera ¢ med hjélp av trigonometriska ettan:

1
2 2
=1 7.51
T+ —5T ( )

Punkten z(¢) startar i punkten (1, 0) och rér sig medurs pé en ellips i 1, x2-planet (se
figur 7.3).
Losningen till begynnelsevirdesproblemet (7.35) blir nu (med a = ug, b = u;1 /w)

u(t) = ug cos(wt) + % sin(wt) (7.52)

a. N=kgm/s” ger att w® = k/m [s~2].
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1.5

1.0
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—0.5 1

—1.01

—1.51
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N
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(o))
0o

Figur 7.2: Losningskurvor enligt (7.50). Rod: z1, bla: x4, w = 1.8.

21 t=3m/(2w)
1.
t=nmn/w t=0
O.
X1
_1-
t=n/(2w)
_2-
-2 -1 0 1 2

Figur 7.3: Fasportritt enligt (7.51) med w = 1.8.
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Ovningar

Ovning 7.1 Bestidm losningsformeln for 2/(t) = Ax(t). (Se 6vning 5.1.)
2 3

3 -5
(a)A=[4 1} (b)Az[z —3]

1 0 0 )
3 -1 0 dA=|4

5 4 0 =2

(c) A =

(CIEGINTN

|
o N
1
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Problem

Problem 7.1 [Kalibrering av materialmodell]

I hallfasthetsldran kallas sambandet mellan spidnning och t6jning materialmodell eller
konstitutiv modell. Modellen viljs sa att den stimmer 6verens med experimentella data.
Metaller kryper vid hog temperatur. Med detta menas att om vi héller spanningen kon-
stant s& okar deformationen (t6jningen) med tiden. Detta dr en viskoelastisk effekt.
Experiment har visat att spannings-téjningsférhéllandet ar ickelinjdrt. En ofta anvand
modell for krypning hos metaller vid f6rh6jd temperatur ar Nortons modell:

e=l <U>n (7.53)
T \ oc

dér € ar kryptojningshastigheten, o spanningen och o, ér en referensspanning. Tids-
konstanten 7 och exponenten 7 dr parametrar som bestims ur experiment. Detta kallas
kalibrering. Parametrarna i Nortons modell skall anpassas till experimentella krypdata
for koppar vid 7' = 250 °C. Vi har foljande experimentella varden:

i 1 2 3 4 5
o [MPa] 49.1 75.6 105.1 130.5 150.4
s [ 14x108 87x10% 1.7x10° 34x10°> 23x10°°

Ur tabellen ser vi att vid spanningsnivin ¢ = 49.1 MPa dr tojningshastigheten
1.4 x 1078571 dvs det tar t = 0.01/1.4 x 10785~ ! ~ 7.1 x 10°s ~ 200 h fér mate-
rialet att krypa 1 %.

Metoden i sektion 7.1 kan inte anvdndas direkt eftersom modellen inte beror linjart pa
parametrarna. Vi skriver darfor om Nortons modell (7.53) genom att forlinga med en
referenstid 7. och logaritmera béda sidor:

In (rf) = —In (2 ) +nln () (7.54)
Tc Oc
(Obs att 7€, 7/7¢, /0 dr dimensionslosa sa att logaritmering ér tillaten.) Vi véljer
referenstiden 7. = 1s och referensspidnningen 0. = 1 MPa. Varje mitpunkt ger da en
linjér ekvation for de obekanta 8y = — In(7/7.) och 1 = n.

(a) Skriv detta ekvationssystem pa formen X3 = b.

(b) Bestam minsta kvadratlosningen, dels genom att l9sa normalekvationerna
(XTX)B = XTb med hjilp av rref och dels med beta = X\b.

(c) Ndr parametrarna n och 7 har bestimts, rita grafer till sambanden (7.53)
och (7.54) pa intervallet [49, 151] MPa. De experimentellt bestimda punkterna
skall ocksa laggas in i figurerna.
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Problem 7.2 [Lotka—Volterra]

I det hdr problemet fir du tillimpa dina kunskaper om egenvirdesproblem for att studera
stabiliteten hos jamviktspunkter till ett ickelinjirt begynnelsevirdesproblem.

I avsnitt 7.2 i del II studerade vi Lotka—Volterras ekvation som beskriver dynamiken
hos en population av bytes- och rovdjur:

U1 (t) = aul(t) - bul(t)uQ(t) (7 55)
Tlg (t) = —CUu? (t) aF du1 (t)UQ (t) |
Hir 4r wy (¢) antalet bytesdjur (kaniner) och g () antalet rovdjur (révar) vid tiden ¢.
Med matrisbeteckningar far vi

i) = S(u(t) med flu) = | (7.56)

auy — bujug
—cug + dujus

Ekvationen f(u) = 0 har tvé 16sningar, dvs tva jamviktspunkter, . = (0,0) och u =
(5, %)- Vi linjériserar runt jamviktspunkterna som i exempel 7.2. Derivatan av f ar

matrisen
of of
/ _ | ouy Qdus| _ a — bus —buy
f(u) o % % o |: dUQ —c—l—du1 (7.57)
8u1 8’&2

(Vi deriverar komponenterna f; och f; med avseende pa variablerna u; och us i tur
och ordning.) Vi fér linjiriserade ekvationer # = Az med matriserna A = f/(0,0) och
A = f'(5,%). Dessa undersoks som i exempel 7.3 och exempel 7.4. Tag for enkelhets
skulla =1,¢c = 1.

(a) Undersok stabiliteten hos jamviktspunkten « = (0, 0) genom att 16sa egenvir-
desproblemet for A = f’(0,0) symboliskt. Rita l6sningskurvor och fasportritt
for u(t) = u + x(t).

(b) Samma uppgift for jamviktspunkten @ = (g, ¢) och matrisen A = f'(§, 7).

(c) Los egenvardesproblemen numeriskt. Los # = Az numeriskt och plotta 16s-
ningskurvor och fasportritt for u(t) = u + x(t). (Tag till exempel b = 0.01,
d =0.02.)

(d) Los den ickelinjira ekvationen @ = f(u) numeriskt och plotta 16sningskurvor
och fasportratt med startpunkter bade nira och ldngt fran jamviktspunkterna.
Jamfor med plottarna fran de linjdriserade ekvationerna.
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Bokens datorévningar kan 16sas i MATLAB eller valfritt programmeringssprak (Fortran, C,
C++, C#, Java, Python, Julia, Haskell, ...). Hir ssmmanfattas ndgra vanliga kommandon som
kan vara anviandbara for att 16sa bokens datorévningar i Python eller MATLAB. Python-
modulen pylab! ger tillgang till funktionalitet liknande den i MATLAB. Detta gor att manga
av de kommandon som krivs for att 16sa bokens datordvningar ér identiska i MATLAB och
Python.

Uppstart

Python

| MATLAB

from pylab import *

Placeras forst i skriptet

| Kriver ingen import av extra funktionalitet

Visa plottar

Python

| MATLAB

show ()

Placeras sist i skriptet

| Kriver inget kommando; plottar visas direkt

Iterera ett givet antal ganger

Python | MATLAB
for n in range(10): for n=1:10
end
Itererar 6vern = 0,1,...,9 | Itererar 6vern =1,2,...,10
Upprepa sa lange ett villkor ar uppfyllt
Python | MATLAB

while condition:

while condition

end

Upprepar s lange condition dr uppfyllt | Upprepar sa lange condition dr uppfyllt

1. Python-modulen pylab kombinerar de tva Python-modulerna numpy och matplotlib, vilka ger tillgang till

vektorer och matriser (arrayer) och plottning.
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pylab
condition
condition
pylab
numpy
matplotlib
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Definiera villkorssatser

Programmering

7

Python

MATLAB

if conditionO:

elif conditionl:

if conditionil

elseif condition2

else: else
end
Satserna . . . utfors om villkoren dr uppfyllda ‘ Satserna . . . utfors om villkoren dr uppfyllda
Definiera funktioner
Python MATLAB
def foo(x): function y = foo(x)
y= ... y = ...
return y end

Kan liggas ovanfor i samma fil

‘L@gh@mﬂﬂmwmmnﬂmm

Skapa linjar vektor (array) med z-varden

Python

x = linspace(a, b, 101)

x = linspace(a, b, 101);

Ger 101 punkter och 100 intervall

| MATLAB
|
|

Ger 101 punkter och 100 intervall

Skapa logaritmisk vektor (array) med z-varden

7

Python

MATLAB

x = logspace(-16, 16, 33)

x = logspace(-16, 16, 33);

Ger 33 punkter: 1 x 10716, 1 x 10715, .

\

|
|
|

Ger 33 punkter: 1 x 10716, 1 x 10715, ...

Plotta en funktion

7

Python

| MATLAB

plot(x, y)

‘ plot(x, y)

Plottar talparen fran vektorerna

‘ Plottar talparen fran vektorerna
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Python | MATLAB
title('y = £(x) ") title('y = £(x)")
xlabel('x") xlabel('x")
ylabel('y") ylabel('y"')
Anvind '$z$ ' for BIgX-notation

Anpassa linjart polynom till punkter
Python | MATLAB

p = polyfit(x, y, 1)

‘p = polyfit(x, y, 1);

Polynomet ges av p [0] *z+p [1]

‘%Mmm@awpﬂﬂwp&)

Evaluera polynom i punkter

Python

| MATLAB

y = polyval(p, x)

‘y = polyval(p, x);

Berdknar polynomet p i punkterna

‘ Berdknar polynomet p i punkterna

Spara plot till fil

Python

| MATLAB

savefig('foo.png')
savefig('foo.pdf')

print('foo', '-dpng')
print('foo', '-pdf')

Sparar till PNG- eller PDF-format

‘SpmurﬁHPNG—dkrPDFjbﬂnm



'$x$'
p[0]*x + p[1]
p(1)*x + p(2)




Kapitel 1

Ovningar
O1.1 Rita figurer.
01.2 Rita figurer.

01.3 Vi utvecklar kvadraten

lu —5v* = (u — 5v) - (u —5v) = |u* — 10u - v + 25/v|?
= |u|? — 10|ul|v| cos(8) + 25|v|* = 4 — 60 cos() + 225

(a) cos(m/6) = \/Tg’ 229 — 30v/3  (b) cos(1/2) = 0, v/229
(c) cos(m/4) = %, +/229 — \6/—% (d) cos(m) = —1, v/289

v _ [v]|ufcos(6)

O1.4 Vi har skalira projektionen v - @ = W T w9 cos(6) och vektorprojektio-
nen P, (v) = (v-u)u = ﬁ‘;u = 3 cos(0)u
(a) cos(m/6) = f LU U= %?Pu v) = %gu
(b) cos(m/2) = O v-u=0,P,(v)=0
(c) cos(m/4) = = \%,Pu(v) — %u
Mk%()=—- -ﬁ:—&me:_gu

O1.5 Vihar |u + v|? = |u|? + 2|u||v| cos(8) + |v|? sa att

cos(6) = ju+ v —|uf —Jv* 4-9-16 -21 -7
2|ul|v| - 2-3:4 24 8

0 = arccos(—7/8) ~ —2.6362

016 @Qu+2v=(3,4,-1) OB u+v+w=(538,7)
@Qu-—v=(-3,1,5) (dDo=(33 -3

01.7 arccos(—41/+/29 - 153)
018 t=00cht=1/5.

01.9 (a) (\/Lg \}3, \/L?:) (b) Nollvektorn kan ej normeras.

1 1 1 1 1 1
(C)( 7§v7§a \/g) (d) (735%77?”)

197
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01.10 (@) |u| = V14, |v| =3 B)u-v =6 (c)f = arccos(—2/+/14) ~ 2.1347 ~
122.3°
(d) Pu(v) = (U : ﬁ’)ﬁ’ = %(_17273) - (%a _% _%)

01.11 Se exempel 1.5, u = uj + us = Pp(u) + (u — Py
(@) ur = (%’ %’ %)’UQ = (_%v %v %) (b)uy = (%

01.12 arccos(4/v/21) =~ 0.5097 ~ 29.2°

01.13 (a) spetsig  (b) rit  (c) trubbig  (d) spetsigom ¢t < 3, rit om ¢ = 3, trubbig om
t>3

01.14 )0 (b)6 ()12 (d)o
01.15 (2)9/2 (b)) 3v/11/2

0116 1
01.17 Deortogonala vektorerna gesav N = +(uxw). Efter normering farvi N = :l:’u§v|.
U X v
(@ N ==+(1,1,1)/vV/3 (b) N =+(1,1,-1)/V3
0118 M = (13,2,18) [Nn]
01.19
r=lat 1 3 2
x— Yy — z—
(@) y = 3+ 4t, oo < t < oo 7 1 T
z =241,
r=lAt 1 2 3
x — Yy — z—
b) <y 5t, o0 < t < oo T s —
z=3—2t,
T =2, 5 .
) y=-3+5t —oo<t<oo; 93—2:0,%:2;
z=1+42t,

01.20 Vi normerar riktningsvektorn: 7 = ro + t0 och tart = £1. Vifarr = ro + (£1)0 =
ro £ v/|vl.
(a) (11%,31%,21%)
(b) (1i\/%,2i\;—3%,3i\;—3%)
(c) (2,21\/%,31\/%)
01.21

y=0, —oco<t<oo eller r=te,, —c0o<t<
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0122 (@ v =(3,1,-2),P=(1,2,-3) (b)v=(0,-54),P=(2,2,-3)
(c) Dividera forst med 6. v = (3,6, —2), P = (0,—1,1)

01.23 Vihar P = (1,3,2) och laseravv = (1,2,3), Py = (1,5,2). Vi férﬁgﬁ = (0,-2,0)
och

e; e, e,
oxPBP=|1 2 3|=(6,0,-2),|vx P =10, [v| = V14
0 -2 0

Avstandet blir d = 1/40//14 = 24/5/17.

01.24 (a) (—1,3,0), N = (5,-2,1) (b) (6,0,0), N = (1,2,3)
(C) (07070)’N = (%7_%> 1) (d) (anv —6), N = (117 _4a _1)

0125 11z —4y —2=6

01.26 (1,-1,1)

Problem

P1.1 Acceleration @ med a = |a| [m/s?]. Elektriskt filt E [V/m]. Vridmoment M = rx F
[(Nm].

P1.12 ()8 [J1 (b)0 [J]1 (c)-3 [J]

P1.15 Dela upp vektorn ﬁ i ortogonala komposanter ]?7 = wjy + wi, dir diar w, ar
parallell/antiparallell med v och w, ér ortogonal mot v, dvs ortogonal mot linjen, se
exempel 1.5. Det sokta avstindet dr d = |wa| = |PyP|sin(f) dir 6 ar vinkeln mellan
]ﬁ)och v. Men ]ﬁ X v| = ]vﬂlﬁ] sin(f) sd att d = |]ﬁ x v|/|v|.

P1.16 7/3

P1.17 (-2,-2,1)

Datordvningar

D1.1
MATLAB
u = [-1;2;3]
v = [2;1;-2]
normu = norm(u)
normv = norm(v)
hatu = u/norm(u) % normerad vektor
hatv = v/norm(v) /% normerad vektor
S = u'xv % skalédrprodukt
theta = acos(hatu'*hatv) / vinkel
projuv = (v'*hatu)*hatu % vektorprojektion av v pd u
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D1.2
MATLAB
function s = skalarprodukt(u,v)
s = u'xv;
end
MATLAB
[ ]
‘skalarprodukt = @(u,v) u'xv
L |
D1.3
MATLAB
function s = sproj(u,v)
% skaldr projektion av v pd u
hatu = u/norm(u);
s = v'xhatu;
end
D1.4
MATLAB
function w = proj(u,v)
% vektorprojektion av v pad u
hatu = u/norm(u);
w = (v'xhatu)*hatu;
end
D1.5
MATLAB
function w = kryss(u,v)
w = zeros(3,1); % skapa kolonnvektor
w(1l) = u(2)*v(3) - u(3)*v(2);
w(2) = u(3)*v(1) - u(1)*v(3);
w(3) = u(1)*v(2) - u(2)*v(1);
end
D1.6
MATLAB
function a = ortotest(u,v)
a = (u'xv == 0);
end
D1.7
MATLAB
function a = paratest(u,v)
a = (norm(kryss(u,v)) == 0);
end
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D1.8
MATLAB
v = [1;-2;4]
lv = length(v)
sv = size(v)
av = abs(v)
mv = v'*v
kv = norm(v)~2
nv = norm(v)
D1.9
MATLAB
function [vl,v2] = ortodekomposition(u,v)
% ortogonal uppdelning av v
hatu = u/norm(u) ;
vl = (v'shatu)*hatu; / vektorprojektion av v pd u
v2 = v - vl;
end
D1.10
MATLAB
function a = triangelarea(A,B,C)
% arean av triangeln med hérn i A, B, C
u=B - A; J vektorn AB
v =C - A; J vektorn AC
a = 0.5*%norm(kryss(u,v));
end
Kapitel 2
Ovningar
3 1 7
) 6 i —1 2
021 (a)z = [ ] (b) x = % (cgx=1 04 (dzx=1{ —1
=7 1 0.3 _1
2 : 4
[ 13.2
—0.25 -1 -~ -
022 (@z=| -125 | (ba=| % Qz=| -2 Dz=| 5
2.25 —1 = B
2 30 1
9417t
02.3 (a) Losning saknas. (b)z = | —4 — Tt (c) Losning saknas.  (d) Losning sak-
t

nas.
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024 (a)x =
t

[ 14t
—2t
(d) Lésni_ng saknas

41 5
-5+t

Ll o~

|

Facit

] (d) Losning saknas.

_1
025 (a)z = %5— 1—7515 b)x = % ()= —%
|t 4 15
K -3 -
) ;i 85 2
026 (z=| % (b)z = Qz=| 9% (d)z =
- 30 _2
19 —4 _i
G 9
[ 1 1 ] 12 1
027 (a) | —6 (b) % (c) | =7 (d) 7
| 6 -2 | | -8 -10
5 [ —13 45
i [ 14 -32 —23 30
028 (a) 15 } G190 ©1 1 ORI
13 0 44
14 _4112 19
« 20 [ —-90 ] { 2,
02.9 (a) (b) 26 (c) @ | —%
—18 25 113
18 2 5
14
_4 + 5S¢
: N -} b
02.10 (a) x = 1+t (b)x:[ 1 } )z = Pt
t t
(d) Losning saknas.
0211 (a) Nej, b ¢ span{ay, a2}  (b)Ja,b=2a1 —az  (c)Ja,b= —3a1 + 3a2
(d) Ja, b = 3as
1t 0 3 0
0212 (a)x = %t b)x=10 (c)x = —%t (d)z = [
0
t 0 t
) [ 2 i 0 [ 0]
0213 @) xp, =t % y Tp = % ®)zy=| 0 |,2p= —%
! 0 0 L -3 ]
- % 3 . )
(Q)axp =t g],xp|:§] (d)xh:[o],xp: 02
1 0
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r 29 _8 3 _1
__ 5 - ) .
0214 (@) ap, =t _52 Ip= | 4 ®)a, =t % , Tp = _9%9
|1 0 1 0
L0 46 29 7 9
131 3?11 3
Q@Qzn=t| —13 |»Tp=| —35 Dap=t| =7 |,zp=| 1
! 0 I 0

r 3 9 30 r 10 7
2 1 o s
A —_ 5 — 23 23
0215 (@A) x =s 1 +t 0 b)x=s i +t 0
| 0 1 0 | 1]
-7 3 -2 —5] -3
2 2 -1 _5 1
5 2 2 2
(c)x=s +t dor=s| 1|+t 0| +ul|l0
1 0
0 1 0 1 0
- 0 0 1

02.16 (a) Linjirt oberoende  (b) Linjirt beroende  (c) Linjért beroende
(d) Linjért oberoende

02.17 (a) Linjirt oberoende  (b) Linjirt beroende  (c) Linjirt oberoende
(d) Linjart beroende

02.18 (a)Nej (b)Nej (c)Nej (d) Nej
02.19 (a)Ja (b)Nej (c)Nej (d)Ja

0220 (@)c1=Lea=3 bMa=-lLe=2 ©Qa=0c=3 @da=4c=3

o wa- [ wa-fy |
(C)A:[l 0 —5] (d)m =noch A=1¢cR"™"
0222 (a) f(0) #0 _(b) f(2) = 4f(x) # 2f(x) omz # 0

@ (0 o)) = ([o]) # (o))

Kapitel 3
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Ovningar
00 3 4
1
03.1 (a) [i S 105} (b) B (1) QJ () |0 0| =03x2 () |4 5
0 0 8 —1
i -1 4 6
_(pT _ 1T _ 1T _
032 X =(B 5C) B - 5C {_4 1 3}
4 5 6
033 @Qulv=32 wl'=[8 10 12
12 15 18
[ 2 2 2 2 2 2]
-2 -2 -2 -2 -2 =2
2 2 2 2 2 2
T, _ T _
b)u'v =0, uv* = 9 9 _9 _9 _9 _o
2 2 2 2 2 2
2 —2 —2 -2 -2 -2
1 2 3 4 5 6]
-1 -2 -3 -4 -5 -6
1 2 3 4 5 6
T, _ _ T _
@uiv="3w'=|_41 5 3 4 -5 -6
1 2 3 4 5 6
-1 -2 -3 -2 -5 —6]
i 7 8 17 18
034 (a) AB — [30 38}, BA - [25 28]
9 10 11 . .
(b) AB = {33 41 49},BAe) definierad
- a b 0
03.5 (a) g 2] (b) [a f;] (©) [8 b] (d) c d 0
- €« ¢ “ 3de—3a—c e—3b—d e
) 1o N » 3 -2
03.6 (a) 1 _2] (b) Aédrsingulir () A= =A (d)3[0 1}
1 —2 4 -2 -1 6
037@ |0 1 -2 L[5 -3 —4
0o 0 1 -1 5 3
-3 -2 -1
(c) A ir singuldr, se problem 3.9. (d)% -2 -4 =2
-1 -2 -3
-1 -2 5 10
038 A '=|1 1 -3|l,z=|-6
-1 -2 4 7
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039 () X = A" 1CB~ 1 = [

205

14 02 =24
-2.7 =01 5.7

0.75 0.25 —0.75
(A V-lop-1
(b) X =(A-1)"'CB _[—0.65 0.05 1.65]

03.10 ()12 ()1 (c)30 (d) 0 Radreducering ger rad med endast nollor.

03.11 (a) 24  (b) Ej definierad, matrisen ej kvadratisk.  (c) —4
03.12 det(A3B7) = det(A)3det(B)" = 103 - (—1)7 = —1000
Problem
1 ka
k_
P3.2 (a) A® = [0 1

P3.3

P3.4

P3.6

P3.7

P3.8

P3.9

P3.10

P3.11

Induktionsbevis: Pastaendet ar sjilvklart sant da k& = 1. Antag sant for £ — 1. Da fas

_ 1 (k=1)a| |1 a 1 ka
k=14 _ _
A A_[O 1 }{0 1}_[0 1}
i |cos(kp) —sin(kep)
(b) A% = [sin(k:gp) cos(kp)
Bevis: A dr matrisen for rotation med vinkeln ¢ och A* blir da matrisen for rotation med
vinkeln k¢, se exempel 2.13. Vi kan ocksé gora induktionsbevis med trigonometriska
formler: cos((k — 1)) cos(¢) — sin((k — 1)) sin(p) = cos(k) och sé vidare.

A=lay --- ay) med a; = vju,dvs A = [viu - --vju - - vyu). Az ér linjar kombina-

tionav {a;}7_, = {vju}j_y, dvs Az = Y70, xja; = >1_, vjvju = au € span{u}

med a = Y77 xjv;. Alternativt: Az = (whz = u(w?z) = (vV'2)u = au med
T

Samma & = v~ T.

AT = (uu™)T = (D) T =uu® = A
Vihar aj; = —a;;. Vitar j = i och fir a;; = —a;; med enda l6sningen a;; = 0.
Multiplicera BA = I med C fran hoger: BAC = IC = C. Hir ar AC = I, sd att

BAC = BI = B. Alltsa: B = C.

Radreducering ger en rad med enbart nollor. Den raden har ingen pivotposition och
matrisen ar singulér enligt sats 3.8. Se 6vning 3.7 (c).

(a) —
(b) Produktregeln (3.105) tillimpad pi O = A" ger 0 = det(A¥) = det(A)F, vilket
leder till det(A) = 0.
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P3.12 Produktregeln (3.105) tillimpad pd AB = I ger det(AB) = det(A) det(B) = 1, vilket
visar att det(A) # 0, si att A ir inverterbar och A~! finns. Multiplicera da I = AB
med AL fran vinster: A~ = A" l1T=A1AB=IB=B,dvs A1 =B

P3.13 Radreducering med skalning.

Kapitel 4

Ovningar

04.1 (a) v (z) +4u(z) = 22 +1,uy € N(L) = span{cos(2z), sin(2x)},
(b) v (x) — u(x) = z, up € N (L) = span{exp(x), exp(—x)}, up(z

(@ u'(z) = z,un € N(L) =R, up(z) = 322 u(z) = 222 + ¢
(o) v (z) +u(x) =1,un € N(L) = span{exp(—z)}, up(x) = 1

04.2 (a) /Ol(au(s)—i—bv(s))ds:a/1 (s )ds+b/1 (s)ds

) /Ox(au(s)wv(s))ds:a/ ds+b/

043 (a)Ja.cy exp(z) +caexp(—x) = 0,tagr = Oochz = 1,¢1 +c2 = 0,ec; +e ey

endast triviala l6sningen ¢; = ¢z = 0.

(x) =1

=—=x

2,1
i+ 3

=0,

(b) Ja. ¢1 cos(z) + cacos(2x) = 0,tagz = /2 0chx =0, —ca = 0,¢1 +c2 = 0,

endast triviala l6sningen.
(c) Nej. ug — ug = 4uy, tagz =0, 1, —1.

044 [2]p = [_45]

04.5 (a) Nej. Gor radreducering, Pgc = 0 har icke-trivial 16sning.
1

(b) Lés Ppc =z, [x]p = ¢ = ! : ] (c) Nej, for manga.

[\

|
D=

046 (a) A ~

1 —1]
|: 2 } , [2 (pivotkolonnerna), rang(A) = 2

1.5

10 =15 0.9 , T3, x4 fria, N'(A) = span _12

0

9

0.9
-0.2
0
1
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04.7

048

04.9

04.10

207

{ [ ] { ] } (pivotkolonnerna), rang(A) = 2
100 25 -3
010 -15 3
(c) A~ 001 05 ,N(A) = span !
000 O 1
1 2 3
1 1 2
=spanq |15 (o] | 5 (pivotkolonnerna), rang(A) = 3
1 0 1

@ Jlull = vl =2u-v=0 ®)|ul = V14 [jv] = V3 u-v=2
13
uy och ugy r ortogonala. Efter normering har vi en ON bas: {i1, U2} = {%ul, %UQ}

Py (z) = (x - 41)01 + (z - U2)Ug. Alternativt: med basvektormatrisen U = [t t2] =
1

11 1
2 2 2 030
1 _1 0o L o 1
7 2| blirP=UUT = |} 8 1 (2) och Py (z) = Px.
! 2o 2
7 T3 05 0 3
5) 2 —2
1 3 2
r= | b)x = 9 (c)x 9
1 3 2

bo -
(a) Gram-Schmidt ger u; = by, ug = by — 2 up = by — Quqg = by
Uy - uj
1 1 1 0
u_bibg (3] b3'U2u_ 3 7@ 1 7;7 —2 o —1
30 U - U1 U * U 2 311 7 1 o 1
—4 0 1 -3
1 1 07
1 -2 -1
Ortogonal bas R R
0 1 —3]
1 ! [0
1 -2 -1
1 1 _1
ONbas: o 75 14| 77 | 1 | Vi1 | 1
0 1 -3
2 —47 1 0
(b) % 1,1 @< {of, |1
6 66
1 7 ] 0 0
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3 19 %
04.11 (a) 2 = {52] (b)ﬁ::[?}} z= 1|1
5 11 3
L2
. 3 —1 —1
(d)z = { ] (exaktlosning) (e)z = |0| +s| 1 | +¢t]| 0
1 0 0 1

04.12 (a) arccos(1/125/128) ~ 0.1537 ~ 8.8062°  (b) arccos(0) = m/2 = 90°
(c) arccos(—g) ~ 1.8994 ~ 108.82°

04.13
k+

[V

04.14 Gram-Schmidt ger

qo(x) =1, Wy =span{l}

x ldx
@(x)=o— f0f12d:r :x—%, lespan{l,x—%}:span{l,x}
1 1
Q2(x):x2—f o Lo, 0 (x_l)dx(x—l)
fo 12dz fo 5)2dx 2
:zQ—%—l-(x—%)::p2—ﬂz+g

Wy = span{l,z,2* — 2 + #} = span{1,z, 2%}

1
Normera: g0l = 1 llaa| = Jo (o= 32 do = . aal]> = [ (0>~ 4+ do = 1l

och do) = 1,1(2) = 2/3(z — 1), da(a) = 6v5(a? — w + ).
04.15 Gram-Schmidt ger

Py(z) =1, Wy =span{l}

fllx-ldx
Pl(x):x—mlzx—O:x, Wy = span{l, z}
-1
L2 1.2
- 1ldz x - xde
Pg(x):xQ—f_ll 5 l—f_l1 5 r=1"—1—-0z=1(32"-1)
o, 12dx [ a2 da

Wh = span{1, z, 32> — 1} = span{1, z, 2°}
file-ldx filx?’-xdx file-(3x271)dx 242
—_— 1‘ —_— —_—
fl 12dz fil x?dx fi1(3x2 —1)2dx
=a2*—0—22-0(32% — 1) = (52® — 32)
W3 = span{1,z,32? — 1,52 — 32} = span{1,z,2% 2%}

Py(x) = 23 —

Efter normering med Py (1) = 1 har vi Legendre-polynomen
Py(x) =1, Pi(z) =z, Py(x) = %(3x2 —1), P3(z) = %(5$3 — 3x)
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Problem
P4.2 Utveckla kvadraterna som i beviset av Pythagoras sats.
P4.3 Utveckla kvadraten och anvind ortogonalitet, u; - u; = d;;:

n n n n n
HUH2 =v-v= (chu]) . (chuz) = Zchci(uj e Zcf
Jj=1 i=1 j=114 i=1

7j=1 =1

P44 Tagv = [1 ... 1]T och anvind Cauchy-Schwarz olikhet:

n n n n n
Youi= Y uy = (u,o) < |lullloll = | D uF [ D ovF =D uiva
i=1 i=1 i=1 =1 =1
Datordvningar
D4.1—
D4.2
MATLAB
function P=ortoproj(A)
U=orth(A);
P=UxU";
end
D4.3
MATLAB

function U = gram_schmidtl (A)
% ortogonalisera kolonnerna i A
% U blir ortogonal bas fér kolonnrummet till A

p = size(A,2); / antal kolonner

for i = 1:p
UC:,i) = AC:,i);
for j = 1:i-1
UC:,i) = UC:,1) - UC,1)'*UC:,3) / (UC:,3) ' *UC:,3))*UC:,3);
end
= U(:,1);
min (abs (v(abs(v) > 0)));

a = 1; J ingen skalning
a=norm(U(:,i)); 7/ normera istédllet
U(:,i) = U(:,i) / a; / skalning

end

oo
non

R R

% a = abs av minsta nollskiljda komponenten
% skalning med 1/a ger minsta komponenten = 1
% snyggare resultat

D4.4
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MATLAB

function U = gram_schmidt2(A)
% ortonormera kolonnerna i A

Facit

% U blir ON bas fér kolonnrummet till A
n = size(A,1); % antal rader
p = size(A,2); % antal kolonner
I = eye(n,n); /% enhetsmatris
U(C:,1) = AC:,1);
U(:,1) = U(C:,1) / norm(U(:,1));
for i = 2:p
5 b = A(:,1)
4 U(:,i) = b - UxU'*Db
U(:,i) = (I - UxU')*A(:,i);
U(:,i) = U(:,i) / norm(U(:,1i));
end
Kapitel 5
Ovningar

05.1 am=algebraisk multiplicitet, gm=geometrisk multiplicitet

(a) A =5, £ = span { [ﬂ }, am=1, gm=1

A=-2,F\ = span{ [_43} }, am=1, gm=1
(b) (komplexa egenvirden)

. 5
)\—1,E)\—span{[3_i]

,am=1, gm=1

—-

—_

(d) det(A — M) = —\3 +

8A2 — 81X = A(\ — 9)?
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2
A =0, E) = span { 2] }, am=1, gm=1
1

A=9,E\,=spanq |1],] O ,am=2, gm=2
1

05.2 (a) Ej diagonaliserbar.  (b) Diagonaliserbar. P = B ﬂ , D= [(1) (2)}

(c) Diagonaliserbar. P = [1 _11},D = [1 0}

1 0 —i
0 2 0 00 O
(d) Diagonaliserbar. P= (0 3 1 |,D= ({0 1 0 (e) Ej diagonaliserbar.
1 22 —4 00 -1
) 1 1023
053 [O 1024}
054 ) P=-L (1] PT AP = diag(1, 3)
: Vil-1 1) s
o 11
— 1 T — Jdj
(b)P_\/g 1 2,P AP = diag(5, 10)

(c) Varje ortoigonal n:latris P fungerar. PT AP = A = diag(a, a)

(d)P:% _12 ?,PTAP:diag(O,S)

(2 2 1
055 (@ P=3|-1 2 =2|,PTAP = diag(-3,3,9)

2 -1 -2
(1 2 -2

by P=1%1|-2 2 1 |,PTAP = diag(-—3,0,3)
(2 1 2
1 0 0 0
0o —L o L

@P=|, oﬁ ) Voi , PTAP = diag(1,1,1,5)
0 5 0%

05.6 A* = PD*PT, D* = diag(\F, ..., \k)

1 1)1 o]t -1 3541 3k -1
Ak 1 1 1
@ 2 [—1 1] [0 3’9] [1 ] 2 {3’6—1 3’f+1]

1
(b)Akzl[—2 1] [5’“ 0H—2 1 1:5k—1[2’“+4 2’““—2]

NO|—

501 2[00 1051 2|5 ok+l _ o 9k+t2 4 q
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(c) A* = diag(a®, a*)
4 -2 —4 1 -2 2
(A =322 1 2| +(-3)k2|-2 4 -4
-4 2 4 2 -4 4
05.7 (a) Positivt definit. Datorberikning: A ~ 0.4158, 2.2943, 6.2899, positiva
(b) Positivt definit. A = %, %, 2
(c) Indefinit. A = —2, 0, 3, ett positivt och ett negativt
(d) Indefinit. Datorberdkning: A ~ —0.8070, 1.1444, 8.6625, ett negativt och tva posi-
tiva
05.8 R(f) = [3,9]
-1 2 =2
P=1%|-2 1 2 |,PTAP = diag(3,6,9)
-2 -2 -1
MY? + Xoys + A3y2  3y? + 6y2 + 9y32
r = Py, f(z) = 1y12+ 2‘7;2 i 23y3 = y12+ y22 + 2y3;minimum ddy = y3 =
, yi ty3 +y3 Y1 +y3 + Y3 ,
0, min f = ?;/%1 = 3; maximum dd y; = yo = 0, max f = 93/%3 = 9; virdemingden dr
1 3
intervallet frdn min till max.
2
05.9 Minimum ir —16 och intraffardd z = £ | —2
0
r= Py |lyl?=|z]|>? =8 = -2, 0, 3, f(z) = 2T Ax = yT Dy = \y? + oy +
A3y2 dr minimal dd yo = y3 = 0,41 = V8, minf = \jy? = —2-8 = —16,y =
1 +/8 1 2
+V8 (0|, 2 =Py=[vivav3] | 0 :iﬂm:iﬁ% —1| =4 |2
0 0 0 0
Problem
P5.1 Viresonerar som i beviset av sats 5.3:
det(AB — \I) = det((A — AB~!)B) = det((A — AB~!) det(B) = det(B) det((A —
AB™Y) =det(B(A — AB™1)) = det(BA — ABB™!) = det(BA — \I)
P52 X\ = 0dregenvirde <= A — 0] = A dr singulér.
P53 Av = v = A%v = MAv = \?v och sa vidare.
P54 Av = och A2 =4 = M= Av =A% = v =)v = (A2 - Ao =0

= AMA—-1)=0tyv#0 = A=0ellerA=1

Kapitel 6




Facit

Ovningar

06.1 Se 6vning 2.1.

=l =l o= 5= [
100 11 1 2 3
(ML{Q]O,U 0 —2 I}y[llx[ﬂ
311 0 0 -2 -1 3
1 0 0 2 3 —4 —2
(o)L= {-3 1 o, U=10 4 —-12f{,y=|-2]|,z=
{ 0125 1 00 7.5] {2.25]
1 00 6 3 12 -3 ]
(@L{é 1 0[,U=|0 2mly{2lx{1
3 11 00 —12 3 -
Problem

P6.1 det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) = uqy - -
1 pa diagonalen och U dr trianguldr med u;; pa diagonalen.
P6.2 Sittin K = A — L. Med L = A blir ekvationen x = A~'b.
P6.3 1. (v,u) = vT Au = (vT Au)T
eftersom v’ Aw ir en skalir.
2. (u+v,w) = (u+v)TAw = uT Aw + 0T Aw = (u, w) + (v, w)
(au)T Av = a(u” Av) = alu,v)

4. (u,u) = uT Au > 0V u # 0 for A dr positivt definit.

3. (o, v) =

Kapitel 7
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- Upn, ty L ér triangular med

=ul' ATy = uT Av = (u,v) dir v7 Au = (vT Au)T

Ovningar

07.1 (a) z(t) = c1e ﬂ + coe™ 2 [_43}
5

+ Cge_lt o
—1i 3+ 1

(b) z(t) = cret [3

[0] 2
(z(t)=cy |0 +coet | 3| +cze?
1] 22
=5 l
2
(d) 2(t) = c1 | 2| + coe™ 1 +e3e? | 0
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Problem

P7.1 Med angivna data blir n = 10.0206 och 7 = 2.3285 x 10%°s.



([0, 1]), 100, 106
C(R), C*(R), 104
C?([0,1]), 106
C2([0,1]), 106, 153
#,112

R™, 52

1,116

span, 55

def, 194

elif, 194
elseif, 194

for, 193

if, 194

linspace, 194
logspace, 194
matplotlib, 193
numpy, 193
plot, 194
polyfit, 195
polyval, 195
print, 195
pylab, 193
return, 194
savefig, 195
show, 193
title, 195
while, 193
xlabel, 195
ylabel, 195

addition

geometrisk vektor, 11

matris, 77

vektor, 52
additiv enhet, 54, 77
additiv invers, 54, 77, 82
adjungerad operator, 154
affin funktion, 65, 179
algebraisk multiplicitet, 142
algebrans fundamentalsats, 142
antisymmetrisk matris, 82
area av parallellogram, 26
avstand, 116

bakétsubstitution, 45
bas, 107
basvektorer, 20
basvektormatris, 109

bijektiv, 106

bivillkor, 155

bunden variabel, 51

bista approximation, 125, 131

C, 193

C++, 193

C#, 193

Cartesiskt koordinatsystem, 20
Cauchy-Schwarz olikhet, 129

defekt egenvirde, 144
definitionsmingd, 63
designmatris, 180
determinant, 28, 89
diagonal matris, 146
diagonaldominant, 167
diagonalelement, 76
diagonaliserbar matris, 145
differentialekvation, 105
differentialoperator, 104, 106
positivt definit, 158
dimension, 112
dominant egenvirde, 172

egenbas, 144, 146
egenmod, 183

egenpar, 139

egenrum, 141
egenvektor, 139
egenvektormatris, 146
egenvirde, 139
egenvirdesmatris, 146
egenvirdesproblem, 139
elektriskt filt, 11
elementira matriser, 84
enhetsmatris, 75
enhetsvektor, 13, 116
Euklidiskt rum, 127

faktorsatsen, 142
fart, 11

fasportritt, 186
Fortran, 193
framételimination, 45
fri variabel, 51

full rang, 114
funktion, 63
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def
elif
elseif
for
if
linspace
logspace
matplotlib
numpy
plot
polyfit
polyval
print
pylab
return
savefig
show
title
while
xlabel
ylabel
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funktionsrum, 100
fysisk vektor, 11

Gauss eliminationsmetod, 45, 46
Gauss-Seidels metod, 168
geometrisk multiplicitet, 141
geometrisk vektor, 9
Gram-Schmidt-ortogonalisering, 123

Hadamard-produkt, 77
Haskell, 193

hastighet, 11

homogent ekvationssystem, 58
huvudaxlar, 157

hogerinvers, 97
hogerledsvektor, 46
hogersystem, 20

icke-singuldr matris, 82
icke-trivial 16sning, 58
ickelinjdr funktion, 63
idempotent, 161
indefinit, 157
inhomogent ekvationssystem, 58
injektiv, 106
inkonsistent, 44
instabilt system, 183
invers
additiv, 82
multiplikativ, 82
invers matris, 82
inversa potensmetoden, 173
inverterbar, 82, 106
isomorfism, 111
iterativ metod, 166

Jacobis metod, 167
Java, 193
Julia, 193

karakteristisk ekvation, 142
karakteristiskt polynom, 142
koefficientmatris, 46
kolinjéra vektorer, 10, 13
kolonnrum, 101
kolonnvektor, 46, 52
kommutera, 80
komponent, 15
komponentavbildning, 110
komponenter, 21, 107
komposanter, 19, 21

konjugerad gradient-metod, 170

konsistent, 44

koordinater, 23
koordinatsystem, 20

kraft, 11

Kroneckers symbol, 77, 116
kryssprodukt, 24
kurvanpassning, 179
kvadratisk form, 155
kvadratisk matris, 76
kvadratisk regression, 180

Legendre-polynom, 135
linjér avbildning, 63
linjér ekvation, 43, 105
linjar funktion, 63, 104
linjar kombination, 13, 54
geometrisk vektor, 13
linjér operator, 63, 104
linjér regression, 179
linjér transformation, 63
linjérisering, 183
linjirt beroende, 61
linjart ekvationssystem, 43
linjart holje, 55
linjirt oberoende, 61
linjart rum, 99
LU-faktorisering, 165
16sningskurvor, 186
l6sningsmangd, 44

magnitud, 11
MATLAB, 193
matris, 46, 76

matris-vektormultiplikation, 56

matrispotens, 80

matrisprodukt, 78
rikneregler, 79

maximal rang, 114

minsta kvadratlosning, 125

minsta kvadratmetoden, 125, 180

multiplicitet
algebraisk, 142
geometrisk, 141
multiplikation med skalér
geometrisk vektor, 12
matris, 77
vektor, 52
multiplikativ enhet, 80
multiplikativ invers, 82
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malméingd, 63

negativt definit, 157
nilpotent matris, 97
nollmatris, 75
nollrum, 101, 104
nollvektor, 9, 52
norm, 115, 127
normalekvationer, 125
normalvektor, 26, 32
normera, 13, 116
Nortons modell, 189

observationsvektor, 180
ON bas, 118
ON mingd, 116
ordinir differentialekvation, 182
origo, 20
ortogonal, 116
ortogonal bas, 118
ortogonal matris, 150
ortogonal mangd, 116
ortogonal projektion, 15, 120
ortogonal projektor, 121
ortogonal uppdelning, 19, 120
ortogonala egenvektorer, 151
ortogonala funktioner, 130
ortogonala vektorer, 15
ortogonalitet

geometrisk vektor, 15
ortogonalt komplement, 120
ortonormerad bas, 118
ortonormerad mangd, 116
ortonormerade basvektorer, 20
ortsvektor, 23

parallellogramlagen, 136
parametervektor, 180
permutationsmatris, 165
pivotelement, 49
pivotering, 165
pivotkolonn, 50
pivotposition, 50
planet, 32
planets ekvation, 33
parameterform, 33
positivt definit, 157
potensmetoden, 171
principalaxlar, 155, 157
programmering, 193
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Pythagoras sats, 116
Python, 193

rad-kolonn-regeln, 78

radekvivalens, 47

radoperation, 47

radvektor, 46, 52

randvillkor, 153

randvirdesproblem, 106, 153

rang, 114

Rayleigh-kvot, 171

reducerad trappstegsform, 49

reella egenvirden, 151

rektangulédr matris, 76

residual, 126

riktningsvektor, 30

rum, 100

rét linje, 30

rita linjens ekvationer p& parameterform, 30
rita linjens ekvationer pa parameterfri form, 30

satsen om bdsta approximation, 125

simildra matriser, 145

singuldr matris, 82

sjalvadjungerad operator, 154

skaldr, 12

skalér trippelprodukt, 28

skaldrprodukt, 115, 127
geometrisk vektor, 14
komplex vektor, 150

skaldrproduktrum, 127

skifta och invertera, 173

SOR, 169

spektralsatsen, 153

spektrum, 139

spanna upp, 55

stabilt system, 183

standardbas, 107

subtraktion, 11, 53
geometrisk vektor, 11

successiv overrelaxation, 169

surjektiv, 106

svangning, 186

symmetrisk matris, 82, 149

tensorprodukt, 96
totalmatris, 47
transponat, 81
rdkneregler, 81
trappstegsform, 49
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reducerad, 49
triangelolikheten, 130
trianguldr matris, 90, 141
trivial 16sning, 58
trivialt underrum, 100
tyngdpunkt, 39
typ, 46

underdeterminant, 89
underrum, 100

vektor, 52
geometrisk, 9
vektorekvation, 55
vektoriell produkt, 24
vektorrum, 99
vinkel, 131
volym av parallellepiped, 26
vridmoment, 37
vansterinvers, 97
virdemingd, 63
viarderum, 104

overbestaimt ekvationssystem, 126
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