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Markovkedjor
Exempel

Lat oss for enkelhetens skull anta att vadret i Géteborg kan
beskrivas som ett av tre tillstand: soligt, molnigt, nederbord.
L3t oss vidare anta att vadret imorgon bara beror pad vadret idag:
Om det regnar/sndar ar sannolikheten 0.5 att det ocksa gor det
dagen efter, 0.3 for moln och 0.2 for sol. Vid fint vader ar
sannolikheterna for sol/moln/nederbord dagen darpa 0.2, 0.8 resp.
0. Efter en molnig dag utan nederbdrd ar vadret soligt med
sannolikhet 0.1, molnigt med slh 0.6 och medfér nederbérd med slh
0.3. Dessa overgangssannolikheter kan representeras i en matris:
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En sddan minneslds process kallas en (andlig) Markovkedja (MK).
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Markovkedjor

Markovkedjor

e Given mangd av tillstand (eng. states) S := {s1,--- ,s/}.

e Varje tidssteg: overgang (eng. transition) fran ett tillstand till
ett annat (som far vara samma)

@ Sannolikheten for att dvergd fran tillstand s; till tillstdnd s;
betecknas p;; och ar lika med den betingande sannolikheten
for att vara i tillstdnd s;, givet att man var i s; steget innan.

e pj; kallas 6vergangssannolikhet (eng. transition probability),
och matrisen P = (pjj)ijes kallas overgangsmatrisen (eng.
transition matrix).
@ For overgangsmatrisen galler
Q 0<p;<1forallal<i,j<r.
Q i pij = 1, dvs. alla rader summerar sig till 1. Cdvs. P ar ma\s’cohAs)Ci"")

j=1

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MS5G810

@ L3t oss skriva X(" for tillstandet vi befinner oss i vid tid n,

darn € No={0.1.2.... } och [g, =POX* Dy | X s) {o olla wenp,
le L)‘)‘ C
u(”) — (fx(n)(sl), cees fX(n)(Sr))

for vektorn som motsvarar sannolikhetsfunktionen till X (",
dvs. uj(.") = fym(s)) = P(X(" = s;) ar sannolikheten att vi
befinner oss i tillstand s; vid tid n. )
P S
o D3 giller u("t) = u(Mp: /

(n+1) — ]P’(X(”'H) — 5‘) Z \?(X(uﬂ) X'(“):S > Z:' I?(x‘m) \Xl .ﬁ()("“\::J

= 2wl = (6 ?) * leicc = u‘“*":u““’e

och mer allmént ulmtm) = u(MpPm f5r n.m e Ny.

@ Elementet av matrisen P” i rad i och kolumn j betecknas med

(n)

pjj och ar sannolikheten att vara i tillstdnd s; efter n steg,

givet att man bérjat fran tillstdnd s;. | @ _prgo o) = sl leedjor Lof‘aq.\' N

o Vektorn u(® brukar kallas startvektor eller startfordelning. hu‘h'ﬁ({us Lo
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Markovkedjor

Irreducibla/reguljara Markovkedjor

En Markovkedja kallas irreducibe! om det ar mojligt att ga ifrén
varje tillstand till alla andra (mojligtvis i flera steg). Markovkedjan
kallas reguljar (eng. regular) om det existerar n € N s3 att alla
element av matrisen P" ar storre an 0.

Uppenbarligen ar en reguljar MK irreducibel, dock ar den omvanda
implikationen fel i allmanhet! Markovkedjan i inledande exemplet
ar reguljar eftersom redan

‘
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Markovkedjor

@ Om P ar overgangsmatrisen till en reguljar Markovkedja, sa
galler det att P" — I (for n — oc), dar gransvardet ser ut

som 08s; Deka bebdos off
M T2 ... Ty — ) ) ) = )
T T ... T \P‘)(f =5J'\X( =5/ ° fLJ'
m w2 ... T, oausett sttt hllstind S.‘) )
for nagon sannolikhetsvektor 7w = (71, m2, ..., 7, ), som kallas

gransfordelning. 7; motsvarar da sannolikheten att vara i
tillstand s; efter manga tidssteg (oavsett startfordelningen!).

oad funs dat ew 5o ballad  ShaViowir (pedadung , dos e
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Markovkedjor

Absorberande Markovkedjor

o Ett tillstdnd s; kallas absorberande (eng. absorbing), om det
ar omojligt att lamna det, dvs. p;; = 1.

@ En Markovkedja kallas absorberande om den har minst ett
absorberande tillstand och det ar mojligt att dverga fran varje
tillstand till ett absorberande tillstand (i ett eller flera steg).

o Ett tillstand som inte ar absorberande i en absorberande
Markovkedja kallas transient.

@ Exempel:

P =

=
ke sl
s, 0tk €4 absurm hllstad
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Markovkedjor

e Overgdngsmatrisen till en absorberande Markovkedja med a
absorberande och t(= r — a) transienta tillstand kan skrivas
som | Lot ta

_[QR
& )

dar vi har numrerat tillstdnden sd att de absorberande
tillstdnden ligger sist. I, ar identitetsmatrisen (av dimension
ax a), 0 ir en matris med bara nollor, Q ar en t X t-matris
och R ar en t x a nollskild matris. Denna form kallas
kanonisk form (eng. canonical form).

e P"= (Qn *) dar % ar en t X a matris.

0 I/

@ Q" innehaller n-steg Overgangssannolikheter fran transienta
tillstand till transienta tillstand:
For leiyzt: POC"S s 1x9=5) = P(:_)) :@“)‘.
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Markovkedjor

Antag att vi har en absorberande Markovkedja med
overgangsmatris P = (Q R)

0 /.

QOavsett startférdelning ar sannolikheten att en absorberande
Markovkedja till slut landar i ett absorberande tillstand lika med 1,
dvs. Q" — 0 ndr n — oc.

Bevis: D& Ml ar abssrbersade fums &k 13c alla dransieda fillslond s; (lei<t)
N absorberande  Hll stand Stﬂ.(ls;sa) ocks w; Sa ootk ("‘1) - P(“d=s S ])(“” 3>0
Da luo\‘& whe haw Vs absadperzin o H(le'a'\ud or rﬁ,‘l‘j manotond Uaxaude {w.

Lot iz martin l2iet] ok pcuanip O Jcict] 0
= R(X e€9\lm,$€5l><‘()-5) fo = l-p, eocaih \<L<Jc
= 2@ = s ot L m«‘om\fw\ Wgpepak - P2 e, 5310 %=s) = (1-p)"
g/!ij S"‘@“«LASM“SL}"F mm%@ﬂ«h H"‘l’ l )~>o Mh_’mn
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Matrisen Iy — Q ar inverterbar A;,\L»a xe R® SAJK'(’I‘ -®)% =3
"2'@\‘&2"= =Q'K >3 was w00 s, X waste vam welluldor

dis& (T -@) mvﬁr{-cx‘oa:

DeStuidun - (It Q) (I +Q+Q 4. +Q> T, Q e plicesa ned t[ Q) %ﬂ“‘ Vo $)

otha w00 el =L -
L&t N := (/; — Q) 1. N kallas den fundamentala matrisen. Lad a—/) rard

=N ~ZQ day

k=0

Elementet njj av matrisen N ar lika med vintevardet av antalet R= T,
ganger kedjan som startar i s; beséker tillstand s;, dar bade s; och
s; ar transienta, innan den blir absorberad.

Bevis: Du. l'?()(m-s)‘ [ o P(x®= 5») :lf)()((u)"s\"lxm’%): ft\'g)
«)
Lok Y = {l mx;» b (edibebyr-Sunpy. ) =EYY- lf(x{o:%): f’(go '
or dﬁ\i Unin cuh(' austaeds

5_9'_\(‘“’ olonas ounkallek 8:»-30 was ¢ 8 (o f‘nwrf

w=0 od lLdjaM ‘\Lsm'oerov: — wﬂxj S\/)
2w W u _
E(go\jl \) - Z; PLJ s-‘—s' “Z_”O @ )LJ - (M) i’;\ q.
N0 i (€ iict
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Markovkedjor
Tid till absorption

1

L3t 1 = | : | € Rt vara kolonnvektorn med bara ettor.

Sats
Vektorn dy

| ’_‘.

d=| : | :=N1
dy
anger den férvantade tiden till absorption i man att d; ar

vantevardet av antalet steg kedjan gor, efter start i (det transienta)
tillstandet s;, 1 < j < t, tills den absorberas.

Bevis: Da wy 4 o Ak fervaukade mw Lesole i | (tm.s-c«:.t) K¢ absstphize
o den Qplvmv\*wdo- T Zb\ ~O\)i)

Q.
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Markovkedjor
Absorptionssannolikhet

Griansvdrdet av matrisen %, nar n — oo, ar matrisen NR och

dirmed

n 0 NR
P —>(0 !a)

Bevis: | at S vaa sisha tansioda Aldied o absarphioe St (leyza)
St Shes \r\a\quL 'M*'l e N

= (P )L/ta mZA:o éj (Q J " (Q R)L;‘ A\ g@ R. Q\J R
'f(’d')- Stnl’(@:&) kowsesgerss” AR Z& gor
Lot ow Sham B:=NR . Aot otJm\RL\‘] delalx
Q.

Om man alltsd startar i det transienta tillstandet s;, s3 hamnar
man i det absorberande tillstandet s;; med sannolikhet b;;, dar b;;
ar element (/,/) fran matrisen NR.
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Markovkedjor
Exempel

Lat T TN
0 12 0|12 O . ey ss Abserbeaeda
120 12/ 0 0 ,
c ty=Ps=z > °
P=| 0 12 0|0 12 ;) |
0 0 0|1 o0 P = fufe =5 > 0
0 0 0]0 1 - Wedjar, slsoiberande

vara 6vergangsmatrisen av en absorberande Markovkedja. Alltsa
t=3,a=2,r=>5samt

0 12 0 12 0
Q=112 0 12 och R=(0 0
0 12 0 0 1/
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Markovkedjor
Exempel

Alltsa
1 -2 0
- Q=|-12 1 -1/
0 -1 1
och
32 1 1)
N=(-Q =1 2 1
12 1 3/

Om man borjar med tillstand s; (transient, forsta rad) ar det
forvantade antalet besok i tillstand s, innan kedjan blir absorberad
(dvs. hamnar i antingen tillstand s; eller s5) lika med 1. (s« %is ove-)
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Markovkedjor

Exempel

3/2 1 12\ (1 3
Nl=| 1 2 1 Ll=1] ¢
12 1 32/ \1 3

Om man alltsa borjar i tillstdnd s;, s eller s3, ar den foérvantade
tiden tills absorption 3,4 resp. 3.

32 1 12 12 0 3/ 1/a
p=NR=|1 2 1 0 0 |=|Y2 12
12 1 3/2 0 12 /s 3/4

Om man boérjar med tillstand s3 ar sannolikheten att bli absorberad

i tillstand s lika med % och for tillstad ss ar det %.
\ \ \ \
St by, Sty ]0312
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