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Jamforelse av tvd medelvirden

Jamforelse av tva medelvarden

Pa ett liknande satt som vi jamforde proportioner i olika
populationer kan man ocksd jamfora medelvarden i tva
populationer.

@ Antag att vi har tvd populationer med motsvarande

medelvirde p; resp. up och varians o2 resp. o3.

o Aterigen drar vi ett stickprov fran vardera populationen s3 att
stickproven ar oberoende av varandra.

@ Sedan beraknar vi en punktskattning for medelvardena:
,fl.l = X]_ och ,&2 = X2.
@ Och en for differensen p11 — po: fir — fio = X1 — Xo.
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Jamforelse av tva medelvirden

Kl for differensen av tva medelvarden

Populationer normalférdelade (eller n stor) med kanda varianser

@ Om populationerna ar normalférdelade (eller stickproven ar av
tillracklig storlek) sa ar X; — X, (approximativt)
normalfordelad med vantevarde 3 — p2 och varians

o%/m + 95/n, (jfr. forelasning 7). ©Bs: mﬂa«awmu%{(&;ﬂ A X ok X, & choneude,

e Ett 100(1 — «)% konfidensintervall for differensen 1 — po ges

da av &-%
° -X, ) "(/“‘l'/"‘z)
TRk zp i ctn W S R e
n) 2 ~
o Ifall bada populationer har samma varians (02 = 03 = o) blir
det
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Jamforelse av tva medelvirden

Kl for differensen av tva medelvarden

Populationer normalférdelade med samma okand varians

Antag att variansen ar samma, dvs. 01 = g2 = o, dock okand. D3
definerar vi den kombinerade variansen (eng. pooled variance) av
stickproven som

52 - (n1—1)512+(n9_—1)522 Sz; Flu’lr
p ni+np—2 e eshiator B G2

dir S2 och S5 ar motsvarande stickprovsvarianser.

® 52 ar en véantevardesriktig estimator fér o2: =
L 2 _ 2\ _ np-l 2 w,-\ 2 - ¢* he\ 7=
E( S ):f)_zi ECSZL) = f&_ => E(‘SP ) - ‘“z'z E(S)) T 2 3 E(SZ) y ( Uy % )

L Nty

=gt =g%

° "121512 och "221522 har en y?-fordelning med n; — 1 resp.

a a

n, — 1 frihetsgrader (jfr. forelasning 8).
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Jamforelse av tvd medelvirden

KI| for differensen av tva medelvarden

Populationer normalférdelade med samma okand varians

@ Om Y; ~ I (a1,p8) och Yy ~ (g, 3) ar oberoende, sa galler "
Yi+ Ya~T(ar+a2,8) (e (ordsguing 13) Ly=T (S ,7—)
@ DA stickproven ar oberoende ar ocksa 21(5—1512 ~T(251,2)
och %5—1522 ~ [(%25%,2) det och som féljd
hstetglels min=2 6 o r(atp=2 9),
alltsa y?-fordelad med ny + no — 2 frihetsgrader.
@ Da populationerna ar normalfordelade har slumpvariabeln

(X1 —X2) — (11 — pi2)
o /(Y m +1/n)
en standard normalférdelning: )z )Z‘I_)Ez ~ N(/"l'f"l/ 61(_‘+), )

vz
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Jamforelse av tva medelvirden

Kl for differensen av tva medelvarden

Populationer normalférdelade med samma okand varians

@ Analogt fallet av en population har da slumpvariabeln

X Xo) — — e sats © QSrcG-‘:il-a &
( 1 e 2) (:ul “2) Foe 20N @) ik YAy dbomde
\/Sp(l/nl 5 1/n2) = T= i ar t- ?SfM.ﬂ.A

N wed ¥ fnleddsgrades

en t-fordelning med n; + ny — 2 frihetsgrader:

SZ\‘ ;(L - (,4,'/*;,) Y\(‘H«-L"Z 2 2 (52 -
.= ~ i = ~ ovaw ; de
STl N, Yo S 0~ My (5 oy e
\ 7
3 —(pieg) . .
T= _:Zi- _ Y| X;. sl . ‘{(hl-l— 2 {E/;igf)_;; os -(:—{OMAA wz&
V:\g“’z'—{ /@’ i ‘/l/\‘ +|AAL x/\/\/\’\/e W tu -2 ‘?‘/LL.Q)TT“AU

— {(ntu-2
=\ ==
N
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Jamforelse av tvd medelvirden

Kl och hypotesprovning for iy — pio

Populationer normalférdelade (eller n stor) med samma okénd varians

e Ett 100(1 — )% Kl for g — pp nér populationerna ar
normalférdelade med okand standardavvikelse 01 = 02 = o
blir da

(%1 = X2) & tasay/s2(Ym + ).

@ Precis som i fallet av en population kan vi argumentera pa
samma satt for icke-normalférdelade populationer sa lange
ni, np ar stora (och centrala gransvardessatsen far anvandas).

@ For att jamfora tvd medelvarden kan vi alternativt genomfora
en hypotespréovning med alternativet H; som antingen

p1 > p2, p1 < pooeller py # po.

Strategin ar da exakt samma som for en parameter (genom
att betrakta 3 — po istallet).
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Jamforelse av tvd medelvirden

Exempel (Exercise 10.14 i boken)

Ett foretag vill undersoka om det ar vart att skaffa nya
laser-handskannare som anvands for inventering i lagret och testar
dad nuvarande skannare mot en nyare modell. Foljande data aterger
stickprov pd hur manga 7-inch barkoder som kunde avlasas per
sekund (man utgér ifrdn normalférdelad data med samma varians):

Nya Gamla
n = 61 np = 61
=40 o =20
G P4 ORGE— DD

© Berakna den kombinerade variansen sg.

@ Ange ett 90% konfidensintervall for p1 — ps.

© Ger stickproven stod for antagandet att de nya skannare ar
mer effektiva i genomsnitt?
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Jamforelse av tvd medelvirden

Losning till Exercise 10.14

2 __ 60-24.9+460-22.7 __
© 2 — 0243460227 _ 538

@ Slumpvariabeln (7\1/;?(21)/;1(:‘11/:2’;2) ar t-fordelad med 120

frihetsgrader.
Tabell VI aterger bara varden fram till 100 frihetsgrader, vilket

dock tillater en lamplig approximation: t.;, = to.05 ~ 1.658
Ett 90% KI ges alltsa av

(40— 29+ 1.658,/23.8 (& + &) ) = (9.53,12.47)

© Absolut, da intervallet inte innehaller 0 och ligger pa den
positiva sidan.
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Jamforelse av tvd medelvirden

Kan man komma fram till samma slutsats med
hypotesprovning?
Ho : pt1 — p2 =0 och Hy @ i3 — pp > 0. Teststatistiken ges av

X=X
VS (m + Ym)

som ar t-fordelad med n; + np — 2 = 120 frihetsgrader.

Det blir ett ensidigt test med avseende pa hogra svansen och
kritiskt varde t, = tgp1 ~ 1.289.

Utfallet ar t = —2=29_ = 12,45 >> tg 1.

v/ 23.8:2/61

Dérfor, forkastar vi nollhypotesen och ar 90% sakra pa att
alternativet H; stammer istallet.

T
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Jamforelse av tva medelvirden

@ For att ens kunna lagga ihop stickprovsvarianserna behover vi
anta att varianserna O’% resp. 0% i badda populationer ar lika.
Detta antagande kan verifieras med en tvasidig
hypotesprévning med Hy : o3 = a% och en rimlig
signifikansnivd (ngot vi inte gtt genom).

@ [ exemplet ovan sades inget om att antalet skannade barkoder
var normalférdelat (dessvérre ar det ju bara heltal, vilket talar
emot en normalférdelning). Dock ar stickproven tillrackligt

stora sa att centrala gransvardessatsen kan tillampas!

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810



Genererande funktioner

Definition

funktion (eng. generating function) som

YZ

o0
Lo, wovmnr a0 =14
k 5
g(x) = Z ak X" L |
k=0 Koo 0,= 1, 4= 0,0,= 3 279, = 0

Det spelar i forsta hand ingen roll om summan konvergerar (och
for vilka varden pa x den goér det) utan ska anses (lite mer
abstrakt) som en form av avancerad bokféring.

Exempel

@ For ax = 1 fér vi en geometrisk summa (som vi redan stotte

pa tidigare): g(x) =1+ x+x>+x3+... =L (x| <)

1—x

@ Ocks3 a, = 2% ger en sadan och vi far:

o0
gl)= ¥ 2x = (W<}

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810

Genererande funktioner

Vanliga genererande funktioner

@ Mer allmant ger ax = c* for fast ¢ € R den genererande

o0
: k ok 1
funktionen g(x) = kgoc X =1 (lex] <1).
@ Ur binomialsatsen (a+ b)" = 3"7_, (7)a*b" ¥ samt () =0 -
for k > n, kan vi dra slutsatsen att a, = (}), for fixt n € N, / o Af;‘[,r_,,,\l‘f
har den genererande funktionen: CA )_ W Gael) (a2 (neles)

W Al

g(x) = i (n) xK = (14 x)" (jfr. forelasning 2).

k=0 k

© Om vi diaremot later a, = (”ik). for k € N fixt, fas

g(x) = i (n i k) x" = ﬁ (uppgift 6.17).

n=0
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Genererande funktioner

Leksakstillampning

Genererande funktioner kan med fordel anvandas for att hitta oawtalet
heltalslosningar till ekvationer av typen y1 + y» + ...+ yx = n for
k,n e N.

Exempel

Antag att n stycken kanelbullar ska fordelas mellan Timo, Oskar
och Karl-Gustav. Oskar vill inte ha fler an tva, Timo och
Karl-Gustav minst en. Timo kan ata upp till fyra stycken,
Karl-Gustav inte fler an tva. Pa hur manga satt kan man dela upp
n stycken sa att alla blir néjda?

Oversatt till matte letar vi efter heltalsldsningar till
y1+Yy2+y3=ndar0 < y; <2 arantalet Oskar far, 1 < y, < 4
antalet Timo far och resterande 1 < y3 < 2 gar till Karl-Gustav.
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Genererande funktioner

Leksakstillampning

Exempel

Svaret pa fragan ar koefficienten framfér x” i foljande genererande
funktion:

sl 2 d @) L 21 (d @)
= x® + 3x7 + 5x° + 6x° +@* +(3 + x?
For n =3 ar det (y1,y2,y3) = (0,1,2), (0,2,1) samt (1,1,1). 3 *Heless
(0,3,

For n = 4 ar det (y1, y2,y3) = (0,2,2),
och (2,1,1).
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Genererande funktioner

Tillampning

Exempel

Hur manga heltalslésningar har y; + y» + y3 = 15 givet
restriktionerna y; <5 och y, > 57

P4 samma satt som ovan handlar det om koefficienten framfor x1
i den genererande funktionen

5

gx)=Q+x1+x2+3+ x4+ x°) (X +xP+x" +..)

bl Lo e
s R L e
e s i S Ml Iy e 09 < oy
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Genererande funktioner

Tillampning

Exempel

Med ﬁg = ‘20 ("5%)x" (se ovan) fas

g(x) = i (n;2>xn+5 _ i (n;2)xn+11.

n:0 n:O

Svaret pa fragan (koefficienten framfor x'°) blir darfor alltsa
(122) - (g) = 5L
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