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Linjér Regression

Regression

@ Regression ar en teknik som anvands for att undersoka
samband mellan olika variabler.

@ Regressionen kallas linjar nar man vill etablera ett linjart
samband mellan variablerna.

FRaviclaranda

@ Man utgar ifrdn att den ena variabeln X (forklarande
variabel, eng. independent variable) ligger till grund for

eng. dependent variable). Utfallen pa X anses ofta som
exakta (eller t.o.m. férbestamda) varden (som inte ar slump).

@ For ett givet varde x av X ar Y fortfarande en slumpvariabel,
dock beror dess fordelning pa x. Vi skriver Y|x for Y givet
att X = x. Vantevardet av Y|x betecknas med jiy/,.
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Linjér Regression

Linjar Regression

@ | allmanhet pratar man om en regressionskurva (for
sambandet hur Y beror pd X) som for specialfallet av linjar
regression ges av linjen

ty|x = Bo + B1x,

dar Bp och 31 ar okanda parameter som maste
bestammas/skattas.

@ For en datapunkt (x;, y;) betraktar vi x; som méatvarde pa X
och y; som utfall av Y|x; (som vanligtvis skrivs Y; for
enkelhetens skull), dar {(x;,y;), i=1,---,n} ar var
datamangd. Den enkla modellen for linjar regression blir da

Y; = Bo + f1x; + E; resp. yi = Bo + P1xi + €i,

dar g; ar utfallet pa s.v. E; (som antas ha vantevarde 0).
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Linjar Regression

Sambandsdiagram

e Datapunkterna (x;, y;) kan illustreras med hjalp av ett

. V'SL;"”L%
sambandsdiagram (eng. scatter plot, scattergram). O Wiy
}l\'lx: réo * Pl X
AL b
ey b + by x
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Residuer

@ En skattning av parametrarna med hjalp av estimatorer
Bo = by och (31 = by leder sedan till en (approximativ)
regressions linje i form av

fiy|x = bo + byx.
@ Awvvikelsen per datapunkt (x;, y;) ges dd genom
Yi = bo + b1x; + e;.

Dessa “fel” e;, i =1,...,n kallas residuer (eng. residuals).
@ Observera: g; = pyy, — yi = Bo + Bi1xi — ¥i
och & = fiy|x, — yi = bo + bix; — yi.
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Linjar Regression

Minsta-kvadrat-skattning

@ Den vanligaste metoden for att skatta [y och 37 i linjar
regression ar de s3 kallade minsta-kvadrat estimatorer, som
minimerar det sammanlagda kvadrerade felet

SSE = Z € Z — bo — b1X,')2.

i=1

@ En enkel extrempunktsundersokning av SSE ger

bl _ 5 iézl il <i§:1 Xi) <i:i1 YI)

och
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Linjar Regression

Minsta-kvadrat-skattning

Skiss: SSE = Z' Ly - Yo -, “i)z L 9SSE =-2 Z’ (7"&’0-\"\’“) =0 > nb, 1—5\?}({ ;leﬂ

Bog
b;zE -2 2 (ys~b, \oK))( =0 €2 b, Zk +b, th Zx,:‘ﬁ

" ?XL>( 0() —(ZJI{[ =) _,__,)————- Zx -le ZVL
T Zx?) \ o/ Z iy nZéd = €x)* (T w th, >

n 2wy — Ex) () [
b = W T — (25)2 AR A "Z“ ) J.

o Att man kvadrerar felen e; har tva anledningar: A den ena
sidan vill man undvika att positiva och negativa fel tar ut
varandra, 4 den andra ska stérre fel bestraffas “hardare”.

o Vi kommer fram till en skattning av iy, inte sjalva Y |x.
Det duger dock ofta redan som approximation (eller man kan
anta att spridningen kring vantevardet ar normalférdelad).
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Linjar Regression

Exempel

Lat X sta for antalet rader i en SAS kod som kérs, och Y vara
motsvarande tid det tar att utféra koden. Vi far foljande
information om datapunkterna:

10 10
n=10, Y x=1675 > y=170
i=1 i=1

10 10 10
> xP=2864, > y?=2898, Y xiy; = 285.625
i=1 =1 =il

Berakna regressionslinjen.
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Linjar Regression

Modellantaganden

@ Da utfallen by, by samt e; beror pd datamangden, ar det
rimligt att definera motsvarande slumpvariabler By, B; och E;:

B, — ny iy xiYi— (30 xi) (2271 V5)
L=

2
ny iy X;2 — (2 xi)

och By = Y — Bix.

e E; antas vara normalférdelad med viantevarde 0 och varians o2
samt att avvikelserna ar oberoende, dvs.

e Y, ar oberoende och normalférdelade.

e Vantevardet av Y, ges av 3y + [1x;.

e Variansen av Y; ar o2,

alltsa Y; ~ N(Bo + Bixi,02), i € {1,...,n}, oberoende.
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Egenskaper hos minsta-kvadrat-estimatorer

@ Vi vill undersoka By och By (alltsé deras fordelning, med hjalp
av konfidensintervall och hypotesprévning).

@ For det visar sig foljande latt verifierade rakneregler
hjalpsamma:

o Y6 —%) = (Tiy %) - mx =
o > il =% =3 (% —X)x;
=1 (nZLi¢ - (Zx)’)

o YLilxi —X)(Yi=Y)=2XLi(xi —xX)Y
= % (”27:1 XiYi— Z7=1 Xi 27:1 Yi)
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Linjar Regression

Fordelning av By och B

@ Med hjalp av ovanstdende rakneregler far vi

n
. Xi — X
B, = E C_;'Yj: dar Cj = - j(x- — ?)2'
Jj=1 :

i=1

Med Y; ~ N(Bg + Bi1x;,02). i € {1,...,n}, oberoende och
ytterligare berakningar fas

0.2

E[B1] = 51 samt Var[B1] = T O X7

@ Sammantaget foljer alltsad att By ar vantevardesriktig och
By ~ N (B1,0*(X 1 (x —%)*)71) (jfr. forelasning 7).
@ Analoga berakningar baserat pd By = Y — B;x leder till

no 2
Bo ~ N (o, % - Z%(;ff)?) (jfr. 5.389-302 i boken).
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2

Variansen o

e D3 variansen o2 i de allra flesta fall ir okand, anvander man
sig (som vanligt) av en estimator 52 istillet.

@ Man kan visa att

52 _ SSE _ 7:1(\/,' — B() — le,')2
n—2 n—2

ir en vantevardesriktig estimator for variansen o2 (se uppgift
L
11.13 i boken). Dess utfall berdknas som s? = ﬁf’i = Zn":f" ;
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Linjér Regression

Sammanfattning (jfr. s.393 i boken)

L&t oss skriva s, := 371 (x; — X)?, Syy =i (Yi— Y)? och

Sxy 1= 2jm1(xi = X)(Yi = Y).

Q B = 29 3 en vantevardesriktig estimator for 31, som ar

Sxx

- ) 2
normalférdelad och har varians ;’—

XX

@ By =Y — Bix ir en vantevardesriktig estimator for /3y, som
2 n 2

. . . a . X:

ar normalfordelad och har varians —HEL

© SSE =S,, — B,S,,.

Q 5% = gfg ir en vantevardesriktig estimator for o2.
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Inferens pé 1 (lutningen)

o D3 B ~ N(S1,%/ss), galler f;\—/s%

@ Man kan visa att = SUSQE har en x? fordelning med n-2
frihetsgrader, samt att By och S? ar oberoende under vara
forutsattningar.

Darmed ar g/l\_/:—;( t-fordelad med n — 2 frihetsgrader.

~ N(0,1).

(n—2) S2
0-2

(jfr. forelasning 8)
e Ett 100(1 — )% konfidensintervall for 3; ges darfor av
B + tfr/:z %

(8]

dar t.;, som vanligt betecknar talet sa att P(T > tu;z) = 3.

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810




Linjar Regression

Inferens pa 51 (lutningen)

o Nar det galler hypotesprévning (Hy : 81 # (Y, B1 < A9 eller
,31 > ﬁ?) ar

o By — B3
S/ Vo

motsvarande teststatistik.

Anmirkning: Ofta tar man 39 = 0 fér att underséka om det
faktiskt finns ett linjart samband mellan X and Y, som da
resulterar i en icke-trivial lutning av regressionslinjen.
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Linjar Regression

Exempel

Lat oss undersoka i foregdende exempel om det faktiskt finns ett
linjart samband mellan X och Y (vilket motsvarar 31 # 0, som blir
var alternativ hypotes) med signifikansnivda oz = 0.05.

Lat alltsd nollhypotesen vara Hyp : 31 = 0, vilket leder till ett
tvasidigt test. Vi berdknade b; = 1.499 och far dessutom

G = Pl — X — % (” T X — (X Xi)z) = 0.5838
syy = 8 och s,, = 0.875.

Med SSE = s, — b1sy, = 8 — 1.499 - 0.875 = 6.688 och

§* = % = 0.836 blir utfallet pa teststatistiken T:

- 1.4
el B

B [2/s., ~ /084/0584

Darfor att tg o5 = 2.306 > 1.37 forkastar vi inte nollhypotesen.
Man kan inte dra slutsatsen att det finns ett linjart samband
mellan X och Y pa signifikansnivan oo = 0.05.
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Linjér Regression

Inferens pd By (y-skarningen)

e D3 By ~ N(fo, % "1 x?), galler
By — fo

T4/ Z?:l Xi'z/nsxx

o Under vara forutsattningar ar ocksd By och S? oberoende,
vilket innebar att

~ N(0,1).

By — Bo
S no2
NG i=1%j

ocksd ar t-fordelad med n — 2 frihetsgrader.
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Linjar Regression

Inferens pd By (y-skarningen)

e Ett 100(1 — )% konfidensintervall for By ges da av

S
By + ta/z . ﬁ\/ 7:1X,-2.

@ Motsvarande teststatistik for hypotesprévning ar

Bo — 33

T

S n 2
e "\ 2i=1 X

och aterigen 39 = 0 det vanligaste valet.
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Linjér Regression

Exempel
Ett 95% KI for g i exemplet ovan ges av

14.489 + 2.306/ 12230 1/28.64

alltsa
(14.49 — 4.67,1449+4.67) = (9.82,19.16)

Med andra ord ar vi 95% sakra att den verkliga regressionslinjen
skar y—axeln mellan y = 9.82 och y = 19.16.
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Inferens pa skattat vantevarde och enskilda prognosvarden

@ Givet ett nytt varde x for X, vill vi garna anvanda
regressionen for att skatta varden py, och Y|x.

® En punktskattning for j1y|, och Y|x ges av
S\/‘X = [}'Y|x = By + B x.

o Ett 100(1 — a)% Kl for 1y, ges av

. 1 X —X)2
P A CE

Ett 100(1 — )% “prognosintervall” for vardet Y|x ges av

A _ w)2

Sxx

(hérledning, se 5.399-401 i boken).
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