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Uppgift 1: Lat V' beteckna vektorrummet av alla polynom av grad hogst 3 pa R
med reella koefficienter och med den vanliga punktvisa additionen och multi-
plikationen med reella tal. Avgor for vilka positiva heltal n som

U={peV:(p(-1)"=p)}

bildar ett underrum i V.

Losning: For n = 1 noterar vi att p,q € U medfor p(—1) — p(1) = 0 och
q(—1) — q(1) = 0. Da géller for godtyckliga o, § € R att

(ap + Bq)(=1) = (ap + Bq)(1) = 0.
Alltsa géller ap 4+ Bqg € U och U ar ett underrum i V.

For n > 2 noterar vi att (t.ex.) polynomet p(z) = 1, z € R, tillhér U och
uppfyller villkoret (p(—1))" —p(1) = 0. Men da 2" # 2 géller

((2p)(=1))" = (2p)(1) =2" =2 #0.
Alltsa géller p € U men 2p ¢ U. U ar ej ett underrum i V.
Svar: n =1

Uppgift 2: Lat V' vara som i foregaende uppgift och lat (-, -) : V' xV — R beteckna
den avbildning som ges av

(p,q) =S p(k)q(k) p.geV.

Visa att denna avbildning definierar en skaldrprodukt pa V. Lat vidare W
beteckna underrummet i V' (med skaldrprodukten ovan) bestaende av alla
polynom av grad hogst 1. Bestdm en ON-bas for W. Utga t.ex. fran p;(z) =
1, po(x) = x och anvdnd Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod.

Losning: Vi noterar att (-,-) : V x V — R och 0(z) =0, z € R. Ska visa att
de tre axiomen for skaldrprodukt ar uppfyllda.
Axiom 1: For p € V giiller

(p,p) = Tio(p(k))* > 0.

Vidare har vi (p,p) = 0 om och endast om p(0) = p(1) = p(2) = p(3) = 0.
Men ett icke-trivialt polynom av grad hogst 3 kan ha hogst 3 olika nollstéllen.
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Alltsa foljer att (p,p) =0 < p=0.
Axiom 2: For p,q,r € V och «, 3 € R géller

(ap + Ba.r) = S (ap + Ba)(k)r(k) = Ti_o(ap(k) + Ba(k))r(k) =

= aXi_op(k)r(k) + B5i_oq(k)r(k) = a(p,r) + Blg, 7).
Axiom 3: For p,q € V géller

(p,q) = Si_op(k)q(k) = Si_oq(F)p(k) = (g, p).

Alltsa definierar (-,-) en skaldrprodukt pa V.

W &r underrummet i V' bestaende av alla polynom av grad hogst 1. Vi noterar
att p1(z) = 1 och po(z) = x &r linjirt oberoende och spanner W. Observera
vidare att

Il = v {p.p) = V(©(0))2 + (p(1))* + (p(2))* + (p(3))%, pEV.

Satt 1 1
o) = ) = 3
S&tt [UQ(Z') = p2(x> - <p2,®1>®1<l'> =T = % och

1 1 3
eo(z) = mm(m) = %(x - 5), z €R.

Svar: e;(z) = 1, ex(x) = \/ig(x —3) tex

Uppgift 3: Hirled variationsformulering och finita element-formulering, samt berékna
styvhets- och massmatris och hogerledsvektor for den styckvis linjdra finita
element-approximationen till randvardesproblemet

u(r) =1, x € (0,1),

pa en likformig partition 7, av intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/4. For-
mulera det resulterande linjira ekvationssystemet (losningen behover ej ber#k-
nas). Berdkningen av integralerna i matriserna behover ej redovisas i detalj
om resultatet dr ként.

Losning: Variationsformulering: Multiplicera ekvationen med en testfunktion
v € H}(0,1) och integrera 6ver intervallet [0, 1]. Partialintegration ger

— [2u/(x)v(x)]; + 2 /01 o' (z)v'(x)dz + % /01 u(x)v(z)dr = /01 v(z)dx.

Med inséttning av randdata v(0) = v(1) = 0 fas variationsformuleringen:
Hitta v € H(0,1) sa att

2 /01 o' (z)v' (x)dx + % /01 w(z)v(z)dr = /01 v(z)de, Vv € Hy(0,1)
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Motsvarande finita element-problem é&r:

Hitta U € V}? = {¢ : ¢ dr kontinuerlig och styckvis linjir pa 7y, ¢(0) = (1) =
0} sa att

2/0 U'(a:)go’(a:)dx—i—%/o U(x)go(:c)da::/o o(x)dz, Voe V2. (1)

Vi ansétter U(z) = &p1(x) + Sopa(x) + Eaps(x) dér

pe =), 2 €z, 1)
pj(x) = +(@;—x), x€lrjxi), J=1,2,3
0 annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/4, j = 1,2, 3.

Vi sétter in U(x) = &1¢1(x) + Eapa(x) +E3p3(x) 1 (1) och viljer testfunktioner
© =;, 1 =1,2,3. Vi far da ekvationssystemet

(2A+ %M) £€=b,

dér A ar styvhetsmatrisen med element A;; = fol pipidr, 1,5 =1,2,3, och M
ar massmatrisen med element M;; = fol wip;dr,i,7 =1,2,3. bér hogerledsvek-
torn med element b; = fOI pidr, j =1,2,3 och £ = (&, &, &)T dr 16sningsvek-
torn.

Berdkning av matriselementen ger

T2 -1 0] a1 0] [a 1
2o |-1 2 <1 wgg |t a1 e =n1].
0 -1 2 610 1 4|/ |& |
eller, med h = 1/4,
193/12 —383/48 0 3 1/4
—383/48 193/12 —383/48| (& | = |1/4
0 —383/48 193/12 | |&| |14

(Losningen #r & &~ (0.0458,0.0610, 0.0458)T")

Svar: —
Uppgift 4: Bestam for vilka a > 0 som den positiva serien
Zi()jlalnk

konvergerar.

Losning: For en serie X732 a; ér ett nodvandigt villkor for konvergens att

ay — 0,k — co. Dalnk — oo, k — oo foljer att a™* 4 0, k — oo da
€ [1,00). Antag nu att a € (0,1). Vi noterar att

alnk — elnklna — klna'



Da >, kp konvergerar om och endast om p > 1 giiller att $:2°,a™* konvergerar
om och endast om —Ina > 1, dvs. In 2 c>Inadvs. ac (0, e).

Svar: a € (0,1)
Uppgift 5: For vilka reella tal x &r serien
3k:
SRyt
=2k
absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent?

Losning: Sétt a, = klnk, k=23,.
Steg 1: Berdkna konvergensradien R for potensserien

Vi har
\'“/m = 3% — 3, k — oo.
kx(lnk)w
Alltsa géller .
R= 3
Av detta foljer att potensserien &r absolutkonvergent for |z < 3 och divergent

for |z] > .

Steg 2: Studera konvergensen for x = j:%
v =3 BX,a(3)" = 72,4 som dr en positiv divergent serie eftersom
X2, & 1k) ar konvergent om och endast om p > 1.

= —5: Sap(—3)F = 572,(—1) % dr en alternerande serie som inte r
absolutkonvergent enligt ovan. Da (77)52, #r en avtagande foljd (trivialt)
med grénsvérdet 0 (trivialt) ger Leibniz konvergenskriterium att serien kon-

vergerar.

Av detta foljer att potensserien ér divergent for x = % och betingat konvergent
for z = —%.

Svar: absolutkonvergent for |z| < %, betingat konvergent for x = —% och

divergent for 6vrigt
Uppgift 6: Visa att funktionsserien
Zzo:lxkeka

ar likformigt konvergent pa [0, 00).

Lésning: Sitt fi.(z) = xe . Vi noterar att
0< fule) < e,z e [0,50)
eftersom L fi(z) = ka* e (1 — z). Sitt t.ex. a, = e *. Det giller att

L. |fe(z)] < ay for x € [0,00) och k =1,2,3,.

2. B2 a5, = 232, (1)* som konvergerar (konvergent geometrisk serie).

Weierstrass M-sats ger att funftionsserien dr likformigt konvergent pa [0, 00).

Svar: —



Uppgift 7: Se sats 3.2 a) i Asadzadeh, eller foreldsningsanteckningarna.

Uppgift 8: Se kurslitteraturen



