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Uppgift 1: Lat V beteckna vektorrummet av alla polynom (med reella koefficien-
ter) av grad hogst 4 pa intervallet [0, 1] med den vanliga punktvisa additionen
och multiplikationen med reella tal. Lat py beteckna polynomet 2. Visa att

U={peV .pp eV}

ar underrum till V' samt bestadm dess dimension.

Losning: Vi noterar att grad (pq) = grad p+ grad ¢ for varje par av polynom
p och g. Av detta foljer att

U={peV: :grad p <2}

och alla polynom av grad hogst 2 bildar ett vektorrum med den vanliga addi-
tionen och multiplikationen med reella tal. Alltsa &r U ett underrum till V.
Vidare ar dimU = 3. (Detta ar ett kidnt faktum och behover ej bevisas. Om
man onskar gora det kan man t.ex. visa att polynomen 1, z, z? bildar en bas
for U)

Svar: dimU = 3

Uppgift 2: Lat V vara samma reella vektorrum som i uppgift 1 med skaldrproduk-
ten

B k. _k .
(p,B) = Theo P(P(Z), PPEV.
Att (-,-) definierar en skaldrprodukt behover inte visas. Lat W beteckna det
underrum i V' som spénns av py och py, dir po(x) = 1, pi(z) = z. Bestdm en

ON-bas fér W samt bestdm ortogonalprojektionen av py(x) = z? pa W.

Losning: (Att (-, ) definierar en skaldrprodukt foljer av att for p € V' géller
att I

(p,p) = T p(3)° =0

medfor att polynomet p har (atminstone) fem distinkta nollstéallen. Men ett
polynom p # 0 i V kan ha hogst 4 distinkta nollstédllen. Alltsa géller p = 0).
For att bestdmma en ON-bas for W utgar vi t.ex. fran basen 1, x, dvs pg, p1,
for W och applicerar Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod pa denna.

Sétt pr(z) = 1. Vi har (pi(z),p1(x)) = 5. Sétt eg(x) =

s

Sétt po(z) = x — (z,e1(x))er(z). Liten kalkyl ger po(z) =z — 1 och

(pa(x), pa(z)) = g. Sétt eg(x) = %i(x — %)

1



Ortogonalprojektionen u pa W av py ges av

u = (p2, €1)er + (pa, €a)es.

En liten kalkyl ger

Svar: t.ex. e;(x) = \/Lg och ey(z) = %ﬁ(x - 1.

—r—1
U=z —g

Uppgift 3: Hirled variationsformulering och finita element-formulering, samt berdkna
styvhets- och konvektionsmatris och hogerledsvektor for den styckvis linjara
finita element-approximationen till randvéirdesproblemet

—u"(z) 4+ 3u'(z) =1, x € (0,1),
u(0) = u(l) =0,

pa en likformig partition 7, av intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/4. For-
mulera det resulterande linjira ekvationssystemet (l6sningen behover ej berik-
nas). Berdkningen av integralerna i matriserna behover ej redovisas i detalj
om resultatet dr ként.

Losning: Variationsformulering: Multiplicera ekvationen med en testfunktion
v € H}(0,1) och integrera éver intervallet [0,1]. Partialintegration i forsta
termen ger

— [u'(z)v(x)], + /0 1 W (2)0 (z)dx + 3 /O lu’(x)v(x)dx = /0 1v(x)da¢.

Med inséttning av randdata v(0) = v(1) = 0 fas variationsformuleringen:
Hitta v € HJ(0,1) sa att

1 1 1
/ o' (z)v' (x)dx + 3/ ' (z)v(z)dx = / v(x)d, Vv € Hy(0,1)
0 0 0
Motsvarande finita element-problem &r:
Hitta U € V}? = {¢ : ¢ dr kontinuerlig och styckvis linjir pa Ty, ¢(0) = (1) =
0} sa att

/0 U’(m)gp’(x)dx—i—S/O U'(x)p(x)dx :/0 o(x)de, Voe V2 (1)

Vi ansétter U(z) = &¢1(x) + &apa(x) + Laps () dér

Pl =), @€z, 1)
;(z) = %(x] —x), T € [T, Ti41) Jj=123
0 annars



ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna x; = j/4, j = 1,2, 3.

Vi sétter in U(x) = & p1(x) +Eapa(x) +E3¢03(x) 1 (??) och viljer testfunktioner
p=y;, 1 =1,2,3. Vi far da ekvationssystemet

(A+3C)¢ =0,

dér A &r styvhetsmatrisen med element A;; = fol pipidr, i,j = 1,2,3, och
C &r konvektionsmatrisen med element C;; = fol wipidr, i, = 1,2,3. b &r

hogerledsvektorn med element b; = fol @jdr, j=1,2,3 och £ = (&,&,&)T &r
16sningsvektorn.

Berdkning av matriselementen ger

1 2 -1 0 3 0O 1 0 & 1
——12—1+§—101 Ll =h|1],
0 -1 2 0 -1 0 & 1
eller, med h = 1/4,
8 —5/2 0 & 1/4
—11/2 8 =5/2| |&| = |1/4
0 —11/2 8 &3 1/4
(Losningen ér & ~ (0.0655,0.1096,0.1066)7.)
Svar: —
Uppgift 4: Ar serien 2P pay, dir
k+1
=1 k=2,3,4,...
ay n(ki — 1)7 a3) ) )

konvergent eller divergent?

144
=

Losning: Serien 39° jaj ér en positiv serie ddr a; = In(—%) — 0 da k — oo.

Speciellt noterar vi att

1 1 2 1
dér vi har utnyttjat Taylorutvecklingarna
1 1 1
In(l+-)=-+ —
n(l+ k:) 2 + O(k'?)
1 1 1
In(l—-)=—= —.
n( k) k: + O(k;2 )

Det giller vidare att serien Ek% divergerar och da

lim 2£ € (0, 00)
k—o0 E

fas att serien X732 jay divergerar.

Svar: divergent



Uppgift 5: Sétt
1

In(k+1)

For vilka reella tal  ar serien

ay = k=1,23,...

¥ apa”

absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent?

Lésning:
Steg 1: Berdkna konvergensradien R for potensserien
Vi noterar att

Var] = ¥/In(k +1) = 1, k — oo

enligt instangningsregeln da 1 < In(k+1) < k for stora k och limy_, vk = 1.
Alltsa géller

1

R= 1= 1.
Av detta foljer att potensserien dr absolutkonvergent for |x| < 1 och divergent
for |z| > 1.
Steg 2: Studera konvergensen fér x = £1
x = 1: Har observeras att Eﬁlm divergerar enligt jamforelsekriteriet da
Ek% divergerar och k > In(k + 1), k =1,2,3,....
x = —1: Serien Zzozl(—l)km dr inte absolutkonvergent (se z = 1-fallet)

men vél konvergent enligt Leibniz konvergenskriterium da (ay)52, ar en avta-
gande foljd som konvergerar mot 0. Potensserien &r alltsa betingat konvergent
for x = —1.

Svar: absolutkonvergent for |x| < 1 betingat konvergent for 2 = —1 och
divergent for 6vrigt.

Uppgift 6: Visa att
N 7 - Kk
H e e T
Motivera vallll
Losning: Sitt ay,(z) = 225 for o € [0,2] och k = 1,2,3,... (Intervallet [0, 2]
kan ersittas med godtyckligt interval som har 1 som en inre punkt). Eftersom

|ay(x)] < 5 for z € [0,2] och k =1,2,3,... och £, 15 konvergerar foljer att

220:1% konvergerar likformigt pa [0,2]. Vidare &r alla ax(z) kontinuerliga

pa intervallet [0, 2] varfor

z—1 =1 kS —+ 1‘2 T k=1 z—1 k3 —+ ,1'2 o

Svar: —

{ —d"(z) = f(z), x€(0,1),



och U € V¥ motsvarande styckvis linjira finita element-approximation pa en
likformig partition T;, av intervallet [0, 1] med steglingd h, dar

V) = {¢ : o #r kontinuerlig och styckvis linjir pa Tp, ©(0) = ¢(1) = 0}.

Visa att
lu=Ullg <llu=ele.  YoeV,
L 1/2
dir || fllg = (fo |f’(a:)|2dx> 4r energinormen.
Losning: Se sats 4.3 i Asadzadeh, eller féreldsningsanteckningarna.

Svar: —

Uppgift 8: Formulera och bevisa integralkriteriet for positiva serier.
Losning: Se sats 18.6 i ELW.

Svar: —



