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1. For att W, = {p € V : p(1) = a} skall utgora underrum krévs att p + ¢ € W, och
ap € W,, for godtyckliga p,q € W, och a € R. Detta ger villkoren

{(ap><1> =ap(l) =aa=a

(P +a)(1) =p(1) +¢(1) =2a=a

med den entydiga 16sningen a = 0.

Fora=0&ar Wy ={peV :p(l) =0} ochforp € W, ér alltsa p(1) = ap+a;+as =0
= p(t) = —(a; +ag) Fart +ast? = a;(t — 1) +ax(t* — 1).

. Wy = Span{t — 1,t* — 1}. Dessutom géller med «a, 3 € R att

alt—1)+Bt*-1)=0 VtecR < a=3=0
-, {t—1,t*—1} linjirt oberoende. Alltsa ér {t—1,1>—1} bas for Wy = dim Wy = 2.
Svar: a = 0 och dim Wy = 2.

2. Vi noterar att F(z) = z? dr jimn funktion
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For 6vriga Fourierkoefficienter har vi
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Alltsa ges Fourierapproximationen av ordning n av

a ~ .
fn = 50 + Z (ay, cos kx + by sin kx)

Vi har da fy = 7;)—2 och avstandet fran fy till f ges av
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Fourierserien for f &r

%—4i coskx.

k=1

Eftersom f(z) = 2 &r kontinuerlig pa [—m, 7] och siirskilt i * = 0 konvergerar
Fourierserien i = 0 med summa

3 k=1
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Svar: Fourierappriximationen &r f, = 3 Z cos kz, avstandet mellan
k=1
2\/_7T5 /2 o (_1)k—1 71.2
f och foér [|f — fol| = W och ; =T

. Variationsformulering: Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H}(0,1)
och integrera over intervallet [0, 1]. Partialintegration ger

[ (@)o@)]} + /0 @ (@) 2 /O i (@)o(a)dr = /0 ' in(ra)o(a)d.

Med inséttning av randdata v(0) = v(1) = 0 fas variationsformuleringen:
Hitta u € H}(0,1) s att

/01 o' (z)v' (x)dx + 2 /01 o (z)v(x)dx = /01 sin(mz)v(x)dz, Yv € H&(O7 1)

Motsvarande finita element-problem for en styckvis linjar finita element-approximation
ar:

Hitta U € V)2 = {¢: [0,1] = R : ¢ dr kontinuerlig och styckvis linjér pa Ty, och ¢(0) =
(1) =0} sa att
1 1 1
/ U'(x)g@'(x)dx+2/ U'(x)p(x)dx :/ sin(mx)p(z)dz, Yoe V2 (1)
0 0 0

Diskretisering: Vi ansétter U(z) = {1(x) + Eapa() + oz (x) dér

p@ =), €z, 1)
pj(x) = +(@;—x), welrjr5), J=1,23
0 annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/4, j = 1,2,3.



Visitter in U(x) = &1 (2)+E&p2(x)+E&503(x) 1 (1) och véljer testfunktioner ¢ = ¢;,
1 =1,2,3. Vi far da ekvationssystemet

(A+20)¢ =b,

dér A &r styvhetsmatrisen med element A;; = fol gogap;-dx, 1,7 =1,2,3, och C ar kon-

vektionsmatrisen med element C;; = fol ©ipidr, i,5 =1,2,3. b ér hogerledsvektorn
med element b; = fol sin(mz)p;(z)dz, i = 1,2,3 och € = (&1, &,&3)T ér 16sningsvek-
torn.

For att berdkna b; approximativt anvinder vi trapetsformeln pa delintervallen [z;_1, x;]
och [z, z;41] och far
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= hsin(rx;) = hsin(mhi)
fori=1,2,3.
Berédkning av matriselementen ger da (enligt kursboken)
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eller, med h = 1/4,
8§ -3 0774 1/4v/2
5 8 3| |6 =] 1/4
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(Losningen &r & &~ (0.0598,0.1004,0.0849)7".)

. Vi har Z ap med a; = In (cos %) Serieutveckling ger
k=3

och



Notera a; = In (COS ) < 0 for k = 3,4, ... Studera den positiva serien Z b, med

k=3
S—"
Lat ¢, = k% Da har vi att
=5ro(m) T
Eftersom i = ar konvergent foljer da fran jamforelsekriteriet pa gransvardesform
k=3

att Z —In <cos %) ar konvergent. Darmed ar ocksa Z In (cos %) konvergent. W
k=3 k=3

. Med a;, = Vk+1—+k —1 har vi
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Enligt kvotformeln &r da konvergensradien R = 1, d.v.s. Z a,z® absolut konvergent
k=1
for |z| < 1 och divergent for |z| > 1. Aterstar att undersdka z = 1.
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Eftersom Z Ti2 ar divergent foljer da fran jamforelsekriteriet att Z b, ocksa ar

k=3 k=1
divergent.

f:akx = f: k+1—vVk—1(-1)"
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)
b =Vk+1—Vk—1= — 0
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och foljden {bk}zo_l ar avtagande. Leibniz konvergenskriterium ger da att den alter-

nerande serien E br(—1)" konvergerar.
k=1



Svar: Absolut konvergent for |z| < 1, betingat konvergent for = —1 och divergent
for 6vriga z (d.v.s. |x| > 1 och x = 1).

6. Vi har
eM < ke™™ < ke® Vae[l,00)

|[fi(2)| =k

? monotont avtagande pa [1,00) for alla k = 1,2, ... Vi studerar darfor

. T
sin —
k

eftersom e=*

o0
serien E ap med a; = ke *.
k=1

a, k ektl e

ak+1_k+1 ek 1( 1)

Kvorkriteriet medfor da att Z ay konvergerar. Alltsa géller
k=1

i) |fr(z)] < ay for alla z € [1,00) och k=1,2,...

o)
ii) E ay, konvergerar
k=1

[e.@]
x
Weierstrass Majorantsats medfér da att funktionsserien Z k sin <E> e " &r likfor-

k=1
migt konvergent pa [1, co). [ |

7. Se sats 1.10 1 Gustafsson & Holmaker.

8. Se sats 3.11 i Asadzadeh, eller foreldsningsanteckningarna.



