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1. For godtyckligt icke-trivialt polynom p € V' géller
grad(pq) = grad p + grad g = gradp + k
Alltsa kan vi uttrycka W, , som
Wor={peV:p#0,gradp <n—k}U{0}

dér 0(t) =0 € R, Vt € R &r det triviala nollpolynomet. Vi har nu tva méjliga fall:

n > k: Wy = P, vilket ar ett vektorrum med samma punktvisa operationer som
V' och darfor ett underrum av V. Dessutom har vi

dim W, =dimP,_, =n—-k+1.

n < k: I detta fall &r {p € V : p # 0, gradp < n — k} = 0 vilket medfor att W, =
{0} &r det triviala vektorrummet som bara innehaller nollpolynomet. Alltsa &r W), 4
ett underrum av V' och dim W, ;, = 0.

n—k+1 , n>k

Svar: W, = { 0 ek

2. For att (p, q) skall vara skalarprodukt pa V' méaste de definierande egenskaperna var
uppfyllda. Lat p,q,r € V och a € R vara godtyckliga

nmmzlmmwﬁzlwm@wz@m
i) (ap,q) = /0 ap(t)q(t)dt = « /0 p(t)q(t)dt = alp, q)
im@+%w=f@+mmmw=[mm@af[am@wzmw+@m

1
iv) (p(t))* > 0Vt € [0, 1] vilket betyder att (p,p) :/ (p(t))*dt > 0 och (p,p) =
0
0< p(t) =0Vt € 0,1]
" (p, q) definierar skalarprodukt pa V.
1
1
Vi noterar att (t™,t") = / t" At = ——— for m,n € N.
0 m+n-+1
Lat nu vy = 1, vy =t vara standardbasen for U. Gram-Schmidt ger da ON-bas
6/1:1)1:1 ) ||€,1||2:<171>:1
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Alltsa ges en ON-bas for U av

Slutligen ges ortogonalprojektionen av v = t2 pa U av

1
v = (v,e1)e; + (v,ex)eq = (12, 1) +3(2t — 1) {32t — 1) =t — B

Svar: En ON-bas for U ges av e; = 1, e; = v/3(2t — 1) och projektionen av v = 2
pa U ges av v’ =1 — 2.

. Variationsformulering: Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H}(0,1)
och integrera 6ver intervallet [0, 1]. Partialintegration ger

4mmmm+ﬁﬁwwwm+Aﬁmmmm:AEmmw.

Med inséttning av randdata v(0) = v(1) = 0 fas variationsformuleringen:
Hitta u € H}(0,1) sa att

Auhwww+fmm@m:43m@m, Vv € Hy(0,1)

Motsvarande finita element-problem for en styckvis linjér finita element-approximation
ar:

HittaU € V}? = {4 : [0,1] — R : ¢ &r kontinuerlig och styckvis linjir pa Ty, och p(0) =
©(1) =0} sa att
1 1 1
/ U’(x)go’(x)d:v+/ U(z)p(x)dx :/ 2zp(x)d, Vo e V. (1)
0 0 0

Diskretisering: Vi ansétter U(z) = &¢1(x) + Sapa () + Eap3(x) dér

B =), @€z, 1)
(,0](33’) = %(ijrl - .’E), M [:Ujaxj+l) ) ] = 17273
0 annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/4, j = 1,2,3.

Visitter in U(x) = &1 (2)+&apa(r)+E503(x) 1 (1) och véiljer testfunktioner ¢ = ¢;,
1 =1,2,3. Vi far da ekvationssystemet

(A+M)¢ =0,

dér A &r styvhetsmatrisen med element A;; = fol pipidr, i,j = 1,2,3, och M ar

massmatrisen med element M;; = fol pijpidr, 1,7 = 1,2,3. b ar hogerledsvektorn
med element b; = fol 200 (z)dx, i = 1,2,3 och & = (&, &, &3)T ér 16sningsvektorn.



Elementen b; ges av

1 T . Ti41 . _
b; = / 2xp;(z)dr = / Zx%dx + / Y ek
0 Ti—1 Ti

h 2 ey P Ja 2 2
2 [ (-1
_E/m <2)($z+1—$>d93
1 i Tit1
= ha}z — 3_h |:(l' 37171)3} . + hxl — 35 [(l’prl 513')3] x:
h2 2
forv=1,2,3.
Berdkning av matriselementen ger da (enligt kursboken)
1 2 -1 0 L 4 10 & 2
‘_12_1+5141 &| =h? 4],
0 -1 2 01 4|/ |& 6
eller, med h = 1/4,
196 —-95 0 & 1/8
oY —95 196 —95| |&| = [1/4

0 =95 196 | |& 3/8
(Losningen ér & &~ (0.0704 0.1137 0.1010)7".)

o0
. Vi studerar Z ar med ap = In (%) — 7, dir a € R. Serieutveckling ger
k=2

1+ Q 1 1 a
ak:ln(l—%)_E:hl(l_’_E)_ln(l_E)_E
[E2 5(33

{ln(1+x)_:c——+—+0( )}

_1_ 4 Lo b 1 _ 1 Lo 1 o«
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Dela upp analysen i tre fall:

h
— {2_951(3; — xil)ﬂ o2 /: 1(x — xi1)dr + {%I 2 (@ip1 — 2)?

a < 2: ak:%Ta—i—O(k%) = dAN>2:a,>0,k>N = Zakpositivserie.

k=N

Lat b, = % Da har vi att



1
Eftersom Z — ar divergent foljer da fran jamforelsekriteriet pa gréansviardesform
k=1

att Z ay ar divergent.
k=2
[o.¢]
a=2: ak:3%+(’)(k—14) = dN>2:a, >0, k>N = Zak positiv serie.
k=N

Lat bk:k—IS. Da har vi att
ap 2 1 2
bk_3+0(k;> IHOO3>0

Eftersom Z 5] ar konvergent foljer da fran jamforelsekriteriet pa gransvardesform
k=2

att Z ay ar konvergent.

k=2

a > 2: ak:ﬂ+0(k%) = dAN>2:a, <0, k>N = Zaknegativserie.

k=N
(o]

Samma argument som for o < 2 applicerat pa den positiva serien — Z ay ger att
k=N

o0
E ay ar divergent.
k=2

kE+1
Svar: Serien Z (ln ( + ) — ﬁ) konvergerar for a = 2 och divergerar for o # 2.

kE—1 k
. Med a;, = i’;—f} har vi
Qpgr| (4k +5)(k* — 1) 4k3 + O(k) 7
ar | V@+D((k+12—1) V43 +0k) row
Enligt kvotformeln &dr da konvergensradien R = 1, d.v.s. Z arz® absolut konvergent

k=2
for |z| < 1 och divergent for |z| > 1. Aterstar att underscka = = 1.

r =1: Z\/M{i_i

—bk>0
4k + 1 k+1 1 1
g \/kQ—l—\/k2—1 Vi—1_ k2

1
Eftersom Z T2 ar divergent foljer fran jamforelsekriteriet att Z by ar divergent.
k=1




k=2 k=2
=by >0
Vi har att
4k + 1
ey e
behdver underséka om foljden {by}7°, dr avtagande. Lat darfor f(z) = 44

4(2? = 1) —2x(dw +1) —42? — 2z —4

R T N RV

och alltsa har vi f'(z) < 0 for > 2. Eftersom 1/ dr en monotont vixande funktion
ar foljden {by},—, darfor avtagande. Leibniz konvergenskriterium ger dé att den

alternerande serien Z br(—1)* konvergerar.

k=2
Svar: Absolut konvergent for |z| < 1, betingat konvergent for = —1 och divergent
for ovriga « (d.v.s. || > 1 och z = 1).

6. Med f,(z) = sin(x)e™V*/™ &r gransfunktionen for foljden {f,}5,
f(x) = lim sin(z)e V*/™ = sin(z) Vo € [0,7/4].
n—oo

Alltsa har vi att

\f = [l = ‘Sin(x) — sin(z)e Ve

= sin(z) (1 - e_‘/“%/">
dr strangt vixande pa [0,7/4] Vn € N.

T 1
= max — f,| = sin (-) <]_ — e_ﬁ/2n> — <1 _ e—ﬁ/?n) 0
il =sin . -

x€[0,7/4] n—00

= Ve>03IN>0:n>N=|f—f]| <eVael,n/4
oo o — f likformigt pa [0, 7/4].
/4

w/4 w/4 A 1
= lim fo(z)de = / f(z)dz = / sinxdr = [— cosx]g/ =1-—
0 0

n—oo 0

Svar: lim,,_, fow/4 sin(z)e Ve dr =1 — \/Lﬁ

7. Se sats 18.6 i Eriksson, Larsson & Wahde.

8. Se foreldasningsanteckningarna, eller separat blad pa hemsidan.



