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1. Eftersom U, ér icke-tom mingd utgér U, underrum av R* omm v + v € U}, och
au € Uy, for godtyckliga u,v € Uy och a € R. Med

ap + b1 ag + bQ
" by + k v — by + k
o a; +b;+ ¢ ’ - as + by + ¢
C1 — Qq Cy — Q9
har vi
(a1 +az) + (b1 + b2) (aa) + (ab)
Ut v = <b1+b2)—|—2]{7 o — (Oéb)+@]€
| (a1 +az) + (b +b2) + (e1+ c2) | (aa) + (ab) + (ac)

(c1 + o) — (a1 + az) (ae) — (a)
vilket medfor att v + v € U, och au € U, omm k = 0.
For k = 0 har vi

a+b
b
Uy = atbie |1 b,c € R » = Span{vi, v, vs}

c—a
med . .
1 1 0
v = 1 ) Vg = 1 ’ Vs = 1
—1 | 0 L]

Vidare giller att

1 10 1 0 0]
{0y 03 03] = 0 10 N N 010
1V203] = 1 1 1 0 01
| -1 0 1 00 0|

= {v1,v9,v3} linjért oberoende = {vy, v, v3} bas for Uy = dim U, = 3.
Svar: U, underrum av R* for k = 0, {v1, vo, v3} bas fér Uy och dim Uy = 3.

2. Vi noterar att f(z) = |x| dr jamn funktion. Alltsd ges Fourierkoefficienterna av

1 [ 2 [T 21 ,]7
ao——/ \:U]dx——/ xdx——[—xﬂ =
i - T Jo T2 ],

1 [ 2 [T
ak:—/ |x|coskwdx:—/ xcoskrdr = {PI}
T Jo

7T —T

2 ™ 2 (71 2 1 T
:—[Esinkx} ——/ —sinkxdxr = —— |—— cos kx

wlk o mJy k T k2 0

2 — k=2m—1
— _ - k2 =
=—3 (cos(km) — 1) { 0 k—om , m=1,23,...



1 ™
bk:—/ |z|sinkzde =0 , k=1,2,3,...
7T

Projektionen av f pa Fo ges av

1 :
oAy | elsing) o (eleosa)
(1,1) ~ (sinz,sinz) (cosz, cosx)

(||, cos 2x)

in 2
(], sin 22) sin 2x + cos 2x

(sin 2z, sin 2z) (cos 2z, cos 2x)

COST.

SES

a
= 50 + by sinx + a; cosx + by sin 2x + ay cos 20 =

b | 3

Avstandet i kvadrat mellan f och f5 blir da

T T 4 2
||f—f2||2:/ (|$|—§—I—;cosx> dx

T 2 16 8
:2/ <x2—7m+7r—+—200523:+—xcosx—4cosx) dx
0 4 7 T

B ™ 16

6 T

dér vi aterigen anvént att integranden ar en jimn funktion och att

T /1 1 1 T
/ cos2xdx:/ — — —cos2z | dx = z——sin2az: _r
0 0 \2 2 2 4 0o 2

/a:cosxdx:{PI}:[msinx]g—/ sinz dr = [cosz]y = —2
0 ~—— Jo

/ cosxzdr = [sinz]; = 0.
0

Slutligen ges Fourierserien for f av

~— kx + b 2k —1)x) .
f +Z ap cos kx + by sinkz) = ; 2k—1 5 cos ((2k — 1))
Eftersom f(x) = |z| &r kontinuerlig pa [—m,n| och sérskilt i x = 0 konvergerar

Fourierserien i £ = 0 med summa

T
Svar: Projektionen av f pa F» &r f2 =5 — _CosT, avstandet mellan f och fo ar

If - foll—\/———ochz T



3. Variationsformulering: Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H}(0,1)
och integrera 6ver intervallet [0, 1]. Partialintegration ger

—ﬁﬂ@d@m+AZN@U@Mx+?A%@M@Mx—é%Z—@M@M.

Med inséttning av randdata v(0) = v(1) = 0 fas variationsformuleringen:
Hitta u € Hj(0,1) s att

[ @2 [ wwewas = [ wemion

Motsvarande finita element-problem for en styckvis linjér finita element-approximation
ar:

HittaU € V}? = {4 : [0,1] = R : ¢ &r kontinuerlig och styckvis linjar pa Ty, och (0)
©(1) =0} sa att
1 1 1
/ U'(x)¢' (x)dz + 2/ U(x)p(z)dr = / (2 — x)p(z)dr, Ve V2. (1)
0 0 0

Diskretisering: Vi ansitter U(z) = &¢1(x) + Sapa() + Eapz(x) dér

p@ =), €z, 1)
pj() = (zm —x), T€lrj25), =123
0 annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/4, j = 1,2,3.

Visitter in U(x) = & o1(2)+Ep2(x)+E503(x) 1 (1) och véljer testfunktioner ¢ = ¢;,
1 =1,2,3. Vi far da ekvationssystemet

(A+2M)¢ =0,

dér A ar styvhetsmatrisen med element A;; = f01 pipidr, i,5 = 1,2,3, och M ar

massmatrisen med element M;; = fol pjpidr, 1,5 = 1,2,3. bar hogerledsvektorn med
element b; = f01(2 —x)pi(z)dr, i =1,2,3 och & = (&, &,&3)T dr 16sningsvektorn.

Elementen b; ges av

1 Ty _ . Ti+1 . —_
@:/@—@%mwz/'@—@ifﬂm+/ (2 - =Ty
0 Ti_q T

i

29— x1 O B 2—z (-1 .
N |: h 5(1' a xi_1)2:| Ti—1 i E /mi1 §(m N xi_l)de " |: h ' %(ZEH_I - x)Q T
1 Ti4+1 _1
+E/xz ( 9 )<xz’+1—37)2d95
= 5@ )+ gy [le e, + 5@ =)+ gy [l o)
h? h2
=h(2— ;) + — — — =h(2—x;) = h(2 — ih)

6 6



for i = 1,2, 3.

Berékning av matriselementen ger da (enligt kursboken)

2 -1 o L[4 10 £ 2—h
I RS R P &) =h|2-2n],
0 -1 2 0 1 4 & 2 —3h

eller, med h = 1/4,
L [100 -7 07 e 7/16
2 —47 100 —47| & =] 3/8

0 —47 100 | (&3 5/16
(Losningen ér & =~ (0.1260 0.1564 0.1110)7".)
. Vi noterar forst att a,, > 0 for n > 2. Lat
f@)=(x-1)>*+1,2eR = f(r)=2x-1)

Alltsa géller f'(z) =0 < o = 1samt f'(z) <0,z < 1och f'(z) >0,z > 1, och
foljaktligen ar f(1) = 1 ett globalt minimum for f(x). Eftersom a,.1 = f(a,) giller
da att foljden {a,}>2, dr nedat begransad, a, > 1, men ej uppat begriansad.

Betrakta nu for n > 2
Uns1 — ap = (ap — 1) +1—a, = a> — 3a, +2 = (a, — 2)(a, — 1)

Alltsa giller att

pni1—ap, =0 , a,=1,2
i1 —a, <0 , 1<a,<?2
pt1 —ap >0, a, > 2

Eftersom a,,1 —a, <0 for 1 < a, < 2 och f6ljden ocksa begrinsas nedat av a,, > 1
avgors alltsd konvergensegenskaperna av as. Fran ay = f(b) = (b — 1)2 + 1 foljer
a, =1 ~ b=1
l<a<2 < 0<pb—-1|<1
aa=2 < b=0,2
as>2 << b<0,b>2

Vi har alltsa foljande mojliga fall for olika varden pa b:
b=1. {a,}>2,={1,1,1,...} konvergent med grénsvirde a = 1.

0<|b—1] <1 {an}, konvergent ty avtagande och nedat begrénsad. Gréns-
virdet a ges ava = (a— 1)’ +1=a=1.

b=10,2: {a,}2,=1{2,2,2,...} konvergent med griansvirde a = 2.
b<0,b>2 {a,}>, divergent ty vixande men ej uppat begridnsad.

Svar: Foljden {a,}>, konvergerar for b € [0, 2] med grénsvérde a = 1 for b € (0, 2)
och gransvéirde a = 2 for b = 0, 2.



5. Med a;, = m har vi (for k& > 2)
appr|  In(k+1) WmEk+n(14+4) 1T+gzn(1+ )
a In(k+2) Ik+mn(1+2) 1+ In(1+2) ks
Enligt kvotformeln &r da konvergensradien R = 1, d.v.s. Z a,z® absolut konvergent
k=1

for |z| < 1 och divergent for |z| > 1. Aterstar att undersdka z = 1.

[ee] [ee] 1
; aa’ = ; n(k + 1)

=b >0
Vi har (k4 1
limM:O = dmeN:k>Ink+1),VE>m
k—ro0 k
1 1
- - s>z >
= by ln(k+1)>k’Vk_m

oo
Eftersom Z x ar divergent foljer da fran jamforelsekriteriet for positiva serier att

k=m

o
Z b, ocksa ar divergent.

k=m

;akx —Z hl( )

k=1 N V)
=by >0

Eftersom In(k 4 1) &r viaxande och In(k + 1) e géller att foljden {by},-, &r
—00

avtagande med by k—> 0. Leibniz konvergenskriterium ger da att den alternerande
— 00

serien E )*by, konvergerar.

Svar: Absolut konvergent for |z| < 1, betingat konvergent for 2 = —1 och divergent
for 6vriga z (d.v.s. |x| > 1 och x = 1).

1 d 1 [k
6. Vi har fi(z) = —26_"3/3”’, x>0 = @ _ <— - 2) e ke
x

dr 23 \z
Alltsa géller df’“ =0&zr=2 samt fr e 0 samt f, — 0

z—07F

k 4
= f (§> — EG_Q globalt max pa (0,00) for k =1,2,3,...

4 _ 4
= \fk(x)|§ﬁez<ﬁ Vo € (0,00), k=1,2,3,...

4
Med aj = e konvergerar serien Z ay. Alltsa galler
k=1



i) |fr(z)] < ay for alla z € (0,00) och k =1,2,...

e ¢}
ii) E ay, konvergerar

k=1
— 1
Weierstrass Majorantsats medfor da g —2€_k/ * likformigt konvergent pa (0, co)
x
k=1

= f(x) kontinuerlig pa (0,00) ty fx(z) kontinuerlig pa (0,00) for k =1,2,3,...
7. Se lemma 2.2 och sats 2.7 i Gustafsson & Holmaéaker.
8. Se sats 19.11 i Eriksson, Larsson & Wahde.



