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MVES530 Inledande matematik: Losningar

Del 1: Godkantdelen

1. (15p) Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Detta blad inldmnas tillsammans med Gvriga 16sningar.

2. En cirkel ges av ekvationen
2? —6x+y? +4y —3=0.

a. (3p) Ange cirkelns centrumpunkt och radie.
b. (2p) Ange en ekvation for tangenten till cirkeln i punkten (3, —6).

3

3. (4p) Givet att x = 1 &r en nollstille till p(z) = 23 — 22 — 4z + 4, faktorisera polynomet.
)

4. (4p) Derivera funktionen

f(z) = arctan (\/ 1-— x2) .

5. Bestam alla vertikala och horisontella asymptoter till

a. (3p) s o
r° —6bxr +
0= S
b. (3p) ,
f(x) _ Sinxr

Vr—1

6. (4p) En funktion f(x) definieras for alla x € R av ekvationen
2f(x) +sin f(z) = 2°.

Hitta alla z for vilka f'(x) = 0.



Del 2: éverbetygsdelen

7. a. (2p) Ge den matematiska definitionen for gransvardet

lim f(z) = L.

r—a
b. (2p) Anvind definitionen for att visa att

lim 3z —1) =5.

r—2

8. (3p) Vilj konstanterna a, b sa att funktionen

ax’ +b, =<1,
f(ﬁ)_{:z7 51721,

ar deriverbar i x = 1.

9. a. (3p) Visa att om f och g ar deriverbara i a med ¢'(a) # 0 sa ar
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad
plats
(endast l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

a. (3p) Los olikheten |2z — 3| > 1.
Losning:
Olikheten |2z — 3| > 1 &r ekvivalent med
20 —3>1 eller 2x—3<-—1.
Den forsta olikheten ger x > 2, den andra ger x < —1.
Svar: (—oo,—1] U [2,00).
b. (3p) Hitta derivatan till f(x) = (? + 1)sin .

Losning: Produktregeln ger

f'(x) = (z* 4+ 1) sinz + (2 + 1)(sinz)’
= 2zsinz + (22 + 1) cos .
Svar: 2zsinz + (2 + 1) cos .
c. (3p) Berdkna grénsvérdet
227 —6r+4
lim ————

=2 2 — x?

Losning: Taljaren och namnaren har faktoriseringar
202 —6r+4=(x—2)2z—-2), 2z—2>=—z(z-2).

Da ar

o222 —6x+4 . 22 —2 2
lim —— = lim = - = _1.
x—2 Qr — 1,‘2 r—2 —X -2

Svar: —1.

d. (3p) Hitta inversen till f(z) =4 + =27,

Losning: Vi loser ut x ur ekvationen

y=4+e %



och far )
z=-3 In(y — 4).

Vi laser av att 1
FHy) = —5In(y = 4).

Svar: f~!(z) = —5In(z —4).

e. (3p) Anvind derivatans definition for att derivera f(z) =1/z.

Lo6sning: Enligt derivatans definition géller for alla x # 0 att
flx+h)— f(z)

/! — 1
fiz) = lim Y
Lh _1
hoo b
z— (z+h)
= lim ———*
h—0 hx(x + h)
— lim _7h
"~ h—0 hx(x + h)
= 1 —1
= 50 x(x + h)
1
==

Svar: —1/22.

(")vriga losningar
2. a. Kvadratkomplettering i x respektive y ger
22 —6zx=(x—-3)%-9, VH+4y=(wy+2)?*-4
Cirkelns ekvation kan da skrivas om
(-3*-9+(y+2)?*-4-3=0,

eller
(x —3)*+ (y +2)? = 16.
Det avliises att cirkelns centrum ir (3, —2), och dess radie v/16 = 4.

b. Det finns tva huvudsakliga 16sningar.



i. Vi deriverar cirkelns ekvation med avseende pa x och far
20 —6+2y -y +4y =0,

alltsa 3y’ = (6 — 2x)/(4 + 2y). Genom att stoppa in (z,y) = (3,—6) ser vi att
tangentens lutning &r 0. Eftersom tangenten gar genom (3, —6) &r dess ekvation

y = —6. (Enpunktsformeln ger samma.)
ii. Notera att punkten (3, —6) ligger rakt nedanfor cirkelns centrum (3, —2). Med
hénvisning till symmetri maste da tangenten vara horisontell, och ges av y = —6.

3. Faktorsatsen ger att © — 1 &r en faktor till p(x). Genom polynomdivision (eller genom
skarp observation) ses att

p(z) = (z = 1)(z* - 4).
Konjugatregeln ger 22 — 4 = (z + 2)(x — 2). Alltsa ér p(z) = (v — 1)(x + 2)(z — 2).

4. Vi kommer anvéanda att

1 d 1 d ,
dz T T T alar:\/gE 2\/x’ dz " v
Kedjeregeln ger
, 1 d
f(z) = 2 dr V1—x?
1+ (VI=a?)
1 1 d
- (=g
2—229/1 - x2dzx
_ —2z
2(2 —22)vV1 —2?
B -z
(2 — 22)V/1— a2
5. a. Funktionen ar kontinuerlig Overallt utom i x = 2, dar mdojlighet for en vertikal

asymptot finns. Vi forsoker berdkna grénsvardet

o 22 —6x+8
hm —_—— .
r—2 Q(I‘ — 2)2

Faktorisering av téljaren ger 2 — 6z + 8 = (x — 2)(x — 4). Vi drar slutsatsen att

r—4

f(l"):m7 x # 2.

Det &ar nu tydligt att = 2 ar en vertikal asymptot till f.



Horisontella asymptoter finner vi genom att berdkna

—4 1—-4 1
lim f(z) = lim e T /z =—_.
T—00 T—00 2({E — 2) T—00 2 — 4/{E 2

Vi drar slutsatsen att y = 1/2 &r en horisontell asymptot till f. Berékning av
gransvirdet da z — —oo ger ocksa 1/2; vilket inte ger nagon ny asymptot.
Svar: =2 och y =1/2.

b. Funktionens definitionsméngd &r Dy = (1,00), och funktionen &r kontinuerlig i hela
sin definitionsméngd. Den enda méjliga vertikala asymptoten ar x = 1, och vi inser
latt (da sinl > 0) att

li = .
Jim, F(0) = oo

Alltséa &r x = 1 en vertikal asymptot till f.
For att hitta en horisontell asymptot berdknar vi

r—1 Var—1
lim = lim L =0,
T—00 r—1 z—00 v/ — 1

och drar slutsatsen att f(z) — 0 da z — oo.
Svar: x =1 och y = 0.

6. Vi deriverar den definierande funktionen implicit med avseende pa x och far

2f'(z) + f'(x) cos f(x) = 2z.
Los ut f'(z):
2z
~ 2+ cos flz)

Néamnaren ar garanterat positiv, sa vi har f’(z) = 0 om och endast om téljaren ar noll,
det vill sdga x = 0.

f'(@)

7. a. Vi sager att
lim f(z) =L

T—ra

om det for varje € > 0 finns ett § > 0 sadant att x # a och |z — a|] < § medfor att
|f(x) — L] <e.



b. Lat ¢ > 0 och antag att = &r sadant att |x — 2| < ¢/3. Da ar

I3z — 1) — 5| = |3z — 6| = 3|z — 2| <3§:g.
Detta visar att
lim(3x — 1) = 5.
T—2

8. Funktionen &r deriverbar om och endast om gransvardet

L SR = £

h—0 h

existerar (kom ihag att det ingar i existensbegreppet att gransvirdet inte far vara +o0).
Fran hoger har vi

(O e (¢ N U Ve U

h—0+ h h—0+ h

1.

Fran vénster har vi (notera att f(1) =1)

f(1+h)— f(1) (a(1+h)2+0b)—1

li = [
hg(gl* h hgél* h
. ah®+2ah+a+b—-1
= lim
h—0— h
b—1
= lim <ah—|—2a—|—a+>.
h—0— h

Vi ska valja a, b sa att detta blir 1. Om a + b — 1 # 0 existerar inte gransvérdet, sa vi
maste ha a + b =1 (detta gar att se enklare eftersom f maste vara kontinuerlig for att
kunna vara deriverbar, och f(z) +a+bdax — 17). Om vi har a + b =1 far vi

lim fa+h) = /(1) = lim (ah+ 2a) = 2a.
h—0~ h h—0~

Detta ska matcha hogergransvardet 1, sa vi far a = 1/2. Fran a + b = 1 far vi dven
b= 1/2. Vi drar slutsatsen att

1
o) ={ 2 "y

ar deriverbar i x = 1.



9. a. Vi har

o) ) S0)

li .
a0 sinz =0 g(x) — g(0)
Detta passar formen i (a). Vi har f/(x) = H% sa f/(0) = 1, och ¢'(x) = cosx ger
g'(0) = 1. Sa,
In(1 ! 1
g 2Q+2)  fO0) 1

z—0  sinx g(0) 1



