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Tentamen

MVES530 Inledande matematik: Losningar

Del 1: Godkantdelen

1.

(15p) Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Detta blad inldmnas tillsammans med Gvriga 16sningar.

. Lat

f(z) = 2® — 42° 4 2.
a. (1p) Finn f'(z).
b. (2p) Finn en ekvation for tangenten till f i punkten (2, —4).
c. (2p) Finn en ekvation for linjen som ar vinkelrdt mot f i punkten (2, —4).
(4p) Givet att = 2 ér en nollstille till p(z) = 2® — 422 —4x +16, faktorisera polynomet.
)

(4p) Derivera funktionen

f(x) = cos(In(2x)).

. Bestam alla vertikala och horisontella asymptoter till

a. (3
) _3m2—4m+1

Ay

b (4P f(z) =" + ¢,

(4p) En funktion f(z) definieras for alla 2 € R av ekvationen
f@)+ef® =g

Berdkna f/(1).



Del 2: éverbetygsdelen

7. a. (2p) Ange den matematiska definitionen f6r en hoppdiskontinuitet.
b. (2p) Funktionen

cosz, x <0,
f(@) _{ e x>0,

har en diskontinuitet i x = 0. Ange dess typ.
8. Lat f och g vara funktioner med definitions- och vardeméangder

Dy =[0,00), Vy=R,
D, =R, Vg = (0,7).

a. (2p) Ange definitionsméangden fér sammanséttningen f o g(x) = f(g(x)).
b. (2p) Anta att f och g ar injektiva. Visa att f o g ar injektiv.

9. (4p) Hérled produktregeln med hjélp av derivatans definition.
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad
plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

a.

(3p) Los olikheten |4 — 2z| < 2.
Losning:

Olikheten |4 — 2x| < 2 &r ekvivalent med
4—-2x <2 och 4-2z> -2

Den forsta har 16sning « > 1, den andra = < 3.

Svar: 1 < x < 3.

(3p) Hitta derivatan till f(z) = (sinz + 1)3.

Lésning: Kedjeregeln tillimpas med f(z) = g(h(z)) dir g(x) = 2% och h(z) =
sinz + 1. D& ér ¢/(z) = 322 och h'(z) = cosz, och

f'(z) = g'(h(2))W (x)
= 3(sinz + 1)? cos z.
Svar: f/(z) = 3(sinz + 1)% cos .

(3p) Berékna grénsvirdet
. 227 —6x+4
lim ————
a—2  2r — 22

Losning: Taljaren och ndmnaren har faktoriseringar
202 —6r+4=(x—2)(22—2), 2x—2*=—z(z—2).

Da ar

Svar: —1.




d. (3p) Hitta inversen till f(z) = In(3z —4).

Losning: Vi loser ut z ur ekvationen

y =1n(3z — 4),
och far
_ eY +4
=3
Vi laser av att v4
_ e

Svar: f~!(z) = (e® +4)/3.

e. (3p) Anvind derivatans definition for att derivera f(z) = 1/z.

Lo6sning: Enligt derivatans definition géller for alla x # 0 att
flx+h)— f(z)

! :1
fiz) = lim Y
Lh_l
hlg%) h
z— (z+h)

-
R

lim —
0 ha(z + 1)

. -1
~ S0 z(z + h)
1

x2’

Svar: —1/22.

(")vriga losningar

2. Lat
f(z) = 2® — 42° 4 2u.

a. (1p) Finn f'(x).
Lésning: For polynom giller (2")' = na™ ™!, och vi far f'(z) = 322 — 8z + 2.



b. (2p) Finn en ekvation for tangenten till f i punkten (2, —4).
Losning: Derivatan i punkten ar f/(2) = 12 — 16 + 2 = —2. Enpunktsformen ger
da tangentens ekvation

y=1r2)+f2)-2),
och med f(2) = —4 och f’(2) = —2 fas tangentens ekvation

y = —2z.

c. (2p) Finn en ekvation for linjen som ar vinkelrdt mot f i punkten (2, —4).

Losning: Lutningen k hos den vinkelrita linjen kommer uppfylla kf/(2) = —1, och
alltsa dr k = 1/2. Enpunktsformen ger vinkelrita linjens ekvation

y:f(2)+l<;(x—2):—4+%($—2):g—5.

3. (4p) Givet att x = 2 ir en nollstille till p(x) = 23 —42% — 42+ 16, faktorisera polynomet.

Losning: Enligt faktorsatsen ar x — 2 en faktor till polynomet. Polynomdivision ger

p(m):x3—4a:2—4a:+16::1:23:—2 + 22 — 42% — 42 + 16

(z —2)
(z —2)
=2%(x —2) — 2x(x — 2) — 4o — 4x + 16
( ) —2z(x —2) — 8z + 16
(z —2) — 2a(
2

= (z* — 2z — 8)(z — 2).

Vi faktoriserar z2 — 22 — 8 genom att hitta dess 16sningar « = 4 och x = —2 med valfri
metod, och far

p(z) = (2% — 22— 8)(x — 2) = (z — 4)(x + 2)(z — 2).

4. (4p) Derivera funktionen
f(z) = cos(In(2z)).

Losning: Kedjeregeln tillampas med g(x) = cosz, h(z) = Inz,k(xr) = 2z. Da ar
f!(z) = —sinz, W (z) = 1, k() = 2, och

Tz



5. Bestam alla vertikala och horisontella asymptoter till

a. (3p)

3x2 —4x + 1

Losning: Funktionen &r rationell. For eventuella horisontella asymptoter beraknas
gransvirden vid oandligheten:

. 3t —dz+1 . 3—4/z+1/2?
lim ————— = lim ———5— =
a—oo 32 —dx+3  aw—ool—4/x+ 3/2?

Vi drar slutsatsen att y = 3 &r en horisontell asymptot. Samma resultat fas da
T — —00. -

For eventuella vertikala asymptoter behover vi veta nar nadmnaren blir 0. Detta
hénder da x = 3 och & = 1, sa dessa ar vara potentiella vertikala asymptoter. Vi
testar att sitta in virdena i hela uttrycket och far “f(3) = 16/0” och “f(1) =0/0”.
I det har laget drar vi slutsatsen att x = 3 ar en vertikal asymptot, medan statusen
for x = 1 fortfarande ar oklar. Faktorsatsen ger att x — 1 &r en faktor i saval taljare
som namnare, och vi faktoriserar: for x # 1 géller

32t —dz+1  (z-1)Bz—-1) 3z-1
o224 +3  (z-1D(x-3) x-3°

f(x)

Det ar nu tydligt att f(z) - —1 da = — 1, sa = = 1 &r inte en vertikal asymptot.
Svar: y = 3 och z = 3.

b. (3
o) flz) =et/* 4 e,

Losning: Funktionen har definitionsméngd Dy = {z |  # 0}, sa den enda mdjliga
vertikala asymptoten ar x = 0. Hogergransvérdet i x = 0 ar +o0, sa darfor ar x = 0
en vertikal asymptot. (Det spelar da ingen roll att lim,_,o- f(z) = 1.)

Vid oandligheten galler

lim e/ 4+ ¢e® =1,
T—>—00

1/x

lim e/* 4+ €% = o0,

T—00

och vi drar slutsatsen att y = 1 ar en horisontell asymptot.
Svar: y =1 och z = 0.

6. (4p) En funktion f(z) definieras for alla x € R av ekvationen

flz)+ef@ =z



Berdkna f/(1).
Losning: Ekvationen deriveras med avseende pa z. Med hjilp av kedjeregeln fas
)+ @) = 1.
For att berdkna f/(1) behover vi kdnna till f(1). Detta fas genom att 16sa ekvationen
Q)+ =1,
med 16sning f(1) = 0. Alltsa ar
)+ 1) =1,
vilket ger f/(1) =1/2.

7. a. (2p) Ange den matematiska definitionen for en hoppdiskontinuitet.
Losning: En funktion f har en hoppdiskontinuitet i ¢ om de ensidiga gransvardena

V= lim f(x),
r—a~
H = lim f(x)
z—a™t

existerar och uppfyller V # H.
b. (2p) Funktionen

_J cosz, x <0,
f) = { e x>0,
har en diskontinuitet i x = 0. Ange dess typ.
Losning: De ensidiga gransvardena i x = 0 ar

V = lim f(z)=cos(0) =1,

x—0~

H= lim f(z)=e %=1

z—0t

Eftersom V = H &r diskontinuiteten av typen havbar diskontinuitet.

8. Lat f och g vara funktioner med definitions- och vardeméangder

Df = [0700)7 Vf :R)
D,=R,  V,=(0,7)

a. (2p) Ange definitionsméngden fér sammansattningen f o g(z) = f(g(x)).

Losning: Definitionsméngden for en sammanséattning ar generellt
Doy ={x |2z € Dy,g(x) € Dy}.

Eftersom V, C Dy &r kravet g(x) € Dy alltid uppfyllt, och vi har D,y = Dy = R.

7



b. (2p) Anta att f och g ar injektiva. Visa att f o g ar injektiv.
Losning: Anta att x1,22 € Dyo4 ér sadana att

fg(x1)) = f(g(x2))-

Eftersom f ar injektiv maste vi ha g(x1) = g(x2). Eftersom g ar injektiv maste da
x1 = x9 gilla. Detta visar att f o g ar injektiv.

9. (4p) Harled produktregeln med hjélp av derivatans definition.

Loésning: Lat f, g vara tva funktioner som dr deriverbara i en punkt a, och lat h(x) =
f(z)g(z). Da ar

h’(a) _ ig% h(a + I:z — h(a)
_ i flatD)g(a+ ) — fla)g(a)
z—0 T
— lim fla+x)g(a+x)— fla+x)g(a) + fla+x)g(a) — f(a)g(a)
z—0 T
i fla g )20 D 0@ | fake) - S

z—0 x z—0 x

@I g @

()= (i sta+2) (1
= f(a)g'(a) + g(a)f'(a).

Steget (*) motiveras genom att
Jim F(@)6(x) = (i, (o))t 6(2))

alltid haller sa ldnge de tva separata gransvardena i hogerledet existerar.



