Hjalpmedel: inga

MATEMATIK
. . Datum: 2022-08-16
Chalmers Tekniska Hogskola
Telefonvakt: Tony Johansson
Tentamen

ankn 1069
MVES530 Inledande matematik

Tentan rédttas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placer-
ingslistan och samtliga inlamnade papper. Fyll i omslaget ordentligt. For godkéant
pa tentan kravs totalt 23 podng fran tentans tva delar. For betyg 4 resp. 5 krévs 33
resp. 43 poang sammanlagt pa tentamens tva delar, varav minst 4 resp. 6 poéng pa del 2.
Losningar laggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter
tentamenstillfallet.

Del 1: Godkéntdelen (38p)

1. (15p) Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Detta blad inldmnas tillsammans med 6vriga 16sningar.

2. En cirkel ges av ekvationen
(x —2)? +y* = 25.

a. (2p) Finn en ekvation for linjen genom cirkelns medelpunkt och punkten (5,4).
b. (3p) Finn en ekvation for tangenten till cirkeln i punkten (5,4).
3. (4p) Utfor polynomdivisionen (ange kvot och rest)
xt — 422 4 22
22 +1
4. (4p) Derivera funktionen
f(z) = 2®sin(z?).

5. Bestdm alla vertikala och horisontella asymptoter till

a. (3p) )
2x° — 2z
f(x)_$2—4.%'+3’

b. (3p)

2

f(z) = e M e
6. (4p) En funktion f(z) definieras for alla x € R av ekvationen
flz) +ef@ =g
Berdkna f/(1).



Del 2: Overbetygsdelen (12p)

7. a. (2p) Ange den matematiska definitionen f6r en hoppdiskontinuitet.
b. (2p) Funktionen

et x>0,

fz) = { cosz, x <0,

har en diskontinuitet i x = 0. Ange dess typ.

8. Antag att f &r en strangt avtagande funktion med Dy = (0,00) och V; = R, och att
lim,_,o+ = 4o00.

(a) (2p) Ange definitionen for vad det innebér att

lim f(x)= +o0.

r—0t

p) En invers f~" existerar for f. Forklara hur vi kan dra den slutsatsen fran de
b) (1p) En i Uexi {6 Forklara h i kan dra den sl fran d
givna villkoren.
c p) Ange -1 0C —1.
1p) Ange D1 och V;

(d) (4p) Bevisa att
lim f~!(y) = 0.

Yy——+00
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad

plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

a. (3p) Los olikheten |3 + x| > 2.

b. (3p) Hitta derivatan till f(z) = (e® — 1)3.
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c. (3p) Berdkna grénsvérdet

d. (3p) Hitta inversen till f(z) = 3% —

r—2

x? —3x+2

2r — x2
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e. (3p) Anvind derivatans definition for att derivera f(z) = 1/z.




1. (a)

(b)

(c)

(d)

Losningar

En olikhet |y| > a &r ekvivalent med att minst en av olikheterna y > a och y < —a
haller. I vart fall far vi

3+x>2, och 3+z< -2

Den forsta olikheten ger x > —1, den andra ger x < —5.

Svar: (—oo, —5]U[—1,00), men det gar bra att skriva “z < —5 eller x > —1” eller
dylikt.

Vi anvénder kedjeregeln;
(f(g(2))) = f'(9(x))g'(x),
med f(z) = 22 och g(z) = e* — 1. Vi har f(x) = 322 och g(z) = €%, och far da
39(z)%g (z) = 3(e® — 1)%e”.
Detta behover inte forenklas langre, men om man vill det far man
3e3% — 6e% 4 3e”.

(En alternativ 16sningsmetod #r att utveckla (e® — 1) fran borjan.)

Vi noterar att insattning av x = 2 ger

22_-.3.242
2.9-92 7

vilket &r av formen 0/0. Vi faktoriserar och forkortar;

?—3x+2 (z—-2)(x—-1) x—1
20 — 22 —x(z—2) -z

Inséttning av x = 2 ger nu —1/2, vilket ar gransvérdet vi soker.

Vi sétter

och 16ser ut z:

Inversen ar da



(e) Enligt derivatans definition géller for alla z # 0 att
fl@+h) - f(x)

/ .
fl) = Jim h
w3
=T
B x—(x+h)
= hs0 ha(a + h)
:hm_ih
h—0 hx(z + h)
= 1 —1
_hgr%)x(x+h)
1
z2

2. (a) Vi laser av att cirkelns medelpunkt &r (2,0). Linjen genom punkterna (2,0) och
(5,4) har lutning

En ekvation for linjen ges da av
y—Ozgw—%,
eller
4r — 8
==
(b) Enklaste 16sningen &r att notera att linjen fran (a) kommer vara vinkelrdt mot

linjen vi soker hér i (b). Men om man inte ser den metoden, sa kan man derivera
cirkelns ekvation implicit med avseende pa x och fa

Y

2(z —2) +2yy’ =0,

vilket ger
, x—2
y =- :
Yy
Vi stoppar in x = 5 och y = 4, vilket ger
3
/ e —
y=—7



eller
_ 3w 15 313
y=77 L4 4

3. (Stall upp med liggande stolen) Vi har
ot — 4?4 20 = 2% (2 + 1) — 5a® + 22
=2%(2® +1) = 5(x® +1) + 22 + 5.
Kvoten #r 22 — 5, och resten &r 2z + 5.
4. Vi anvénder i forsta hand produktregeln
(a(2)b(z))" = d'(2)b(z) + a(x)V (z),

med a(x) = 23 och b(z) = sin(z?). For att hitta ¢’ (x) behover vi anvinda kedjeregeln.
Vi skriver b(x) = c(d(x)) dir ¢(x) = sinx och d(x) = x2. D& ir

V(x) = (d(x))d (x).
Vi far da
f'(z) = d' (2)b(z) + a(x)b/ () = d'(z)b(z) + a(z) (d(z))d (x).
Funktionerna a, c,d kan vi derivera; vi har o/(z) = 322,/ (x) = cosz, och d'(x) = 2z.
" f'(z) = 3% sin(2?) + 23 cos(2?) 2z = 322 sin(2?) + 22 cos(x?).
5. (a) Vi faktoriserar téljare och ndmnare och forkortar:

20 =2z 2z(z-1) 2
2 —4x+3 (z-3)(z—-1) x-3

Vi ser att © = 3 ar en vertikal asymptot, da ndmnaren ar noll men taljaren nollskild
i denna punkt.

For att hitta eveutella horisontella asymptoter tar vi gransvarden da x — +oo. Vi

har
_ 222 — 2z _ 2-2/x
lim ———— = lim ——— =2,
o0 x2 — 4z + 3 1’—>001—4/x—|—3/x2

sa y = 2 ar en horisontell asymptot. Grénsvardet vid —oo ger samma asymptot.
Svar: x = 3 och y = 2.



(b) Den enda punkten dér funktionen inte &r definierad dr x = 0, sa detta ar var enda
mojliga vertikala asymptot. Det inses att

lim e~ /7" = 0,
z—0

sa f(z) — 1 da z — 0. Funktionen saknar vertikala asymptoter.

For horisontella asymptoter later vi x — oco. Vi kan notera att funktionen ar jamn,
sé vi behover inte bry oss om x — —oo. Vi har

lim e /%" e =140 =1.

T—300
Sa y = 1 ar en horisontell asymptot, funktionens enda asymptot.
6. Ekvationen deriveras med avseende pa x. Med hjalp av kedjeregeln fas
@) + f/(@)e@ =1
For att berdkna f’(1) behover vi kinna till f(1). Detta fas genom att 16sa ekvationen
Q)+ =1,
med 16sning f(1) = 0. Alltsa ar
F1)+ f(1)e’ =1,
vilket ger f/(1) =1/2.

7. (a) En funktion f har en hoppdiskontinuitet i @ om de ensidiga gransviardena

V= lim f(x),
r—a~
H = lim f(x)
z—a™t

existerar och uppfyller V £ H.
(b) De ensidiga gransvéardena i x = 0 &r

V = lim f(z)=cos(0) =1,

rz—0~

H=lim f(z)=e"=1.

z—0t

Eftersom V = H ar diskontinuiteten av typen héavbar diskontinuitet.

8. (a) For varje N € R existerar ett § > 0 sadant att 0 < z < § medfor f(z) > N.

(b) Funktionen f &r strangt avtagande, och dérmed injektiv. (Informellt: varje ho-
risontell linje skér funktionens kurva i hogst en punkt.)



(C) Df—l = Vf =R och Vf—1 = Df = (0, OO)
(d) Vi noterar att f~! maste vara stringt avtagande; antag att y; < yo och lat x; =
S~ () och zg = f~(y2). Da ér
fl1) =y <y2 = flx2),

och eftersom f &r strangt avtagande drar vi slutsatsen att x1 < xo.

Det ricker nu att notera att V;—1 = (0,00). En stréngt avtagande funktion med
denna virdeméngd maste ha gransvéirde 0.

10



