Kurvlangd

Vi ska hérleda ett uttryck for lingden L av kurvan y = f(x) pa intervallet a < z <b

a b
Vi kan approximera L genom att summera delstrickor i polygontag:

(z3, f(x3))
' Langden av polygontaget ges av Pythagoras sats:

V(s = 21)? + (f(a2) = f20)?+V/ (23 — 22)? + (f(a) — f(22))?

(;1?. f(z2))
a b
Om vi véljer fler punkter i polygontaget far vi en béttre approximation av langden.

Summan av delstrickornas langder ger langden
av hela polygontaget:

n—1
L~ Z V(@i — )2+ (f(zi) — f(@:))?
‘ ‘ i=1
a b
Om vi later antalet punkter — oo férsvinner felet i var approximation

L = lim z_: V(@i — )2+ (f(@i1) — )2
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Lat Az = (41 —x;). Langden av i:e delstrickan
i polygontaget ges av:

Al; = \/Ax2 + (f(wiy1) — f(x;))?

i, f(z))

Medelvirdessatsen (sid 288 Stewart) ger oss att

f(@ip1) = f(2:) = Dxf'(c;) dir ¢; € [i, 2i41]
Sa

Al =/ Da? + (f(wign) = [(2)? = VD22 + (Daf/ () = Az (1 + f'(ci)?

Langden av L av kurvan blir alltsa

L=lim = Z V(@i — )2+ (f(wig f ()
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- Vi har valt steglingden (x;,; — x;) kon-
2 b stant, sa att (x;41 — x;) = Ax {or alla i.

- Den sista likheten &ar definition av be-
griansad integral (sid 378 i Stewart).

=1+ fl(¢)*Ax
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Exempel: Beriikna lingden pa grafen till f(x) = 1 + 6232 pa intervallet 0 < x < 1
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Losning:
fl@) =146z fl(z) =922 1+ f(x)’=1+8lz

1 1 82
_ Vit Fapde= [ VTT8mde— (418l _ 1 12 3/28221( -1)
L /0 1+ f'(x)? dx /0 1+ 81z dx (du:Sld:r 31, Vu du o1 3[u I, 533 82v/82 — 1
- Den hér typen av integraler kan ofta bli lite bokiga att 16sa analytiskt. Viktiga tekniker for att hitta primitiva funktioner till

integraler 4r variabelsubstitution och partiell integrering (fran forra ldsperioden).

- Ibland kan man inte bestdimma en anvéindbar primitiv funktion. Da loser man integralen med hjélp av nagon numerisk programvara,
t.ex. Matlab.

I Matlab anvédnder man kommandot integral:

1
/ V1+8lx dx L
0

H
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Q(x)sqrt (1+81%x) ;
integral(f,0,1);



Mantelarea

Betrakta kurvan som ger grafen av y = f(z) dver ett intervall a < x <b.

Later vi denna kurva rotera runt z-axeln far vi en rotationsyta
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Vi vill berdkna arean S av rotationsytan

Vi kan approximera arean genom att rotera ett polygontag som approximerar kurvan

L )

o+ N w

och sedan summera mantelareor for de stympade
som blir resultatet




Om vi klipper upp en stympad kon ldngs en sida
och veklar upp den ser den ut som bilden till
hoger. Aran ges av

9 J(zi) + f(zig1)
2

°(wit1, f(2it1))
Al; 5

Areorna for (n — 1) stympade koner blir

o 4 N w

n—1

27?2

1=0

f(xi) + f(wig1)

Al
2 b

[N

Om vi later antalet punkter i polygontaget — oo
forsvinner felet i var approximation.

$z _l'f xz-‘rl) Al
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Vi ser att ndr n — oo:
- Léngden pa i:e strickan i poygontaget Al; — /1 + f/(¢;)2Ax

_ fzi) + f(xiga)
2

~ f(c), ¢i € [T, 1541

Sa
$z _l'f xz-‘rl)

b
Al; = hm 2WZ|f (c)|V1+ fl(e) A$—27T/ |[f(z)|[v/ 14 f'(2)? dx

Den sista likheten &r definition av begriansad integral (sid 378 i Stewart).
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Léngden L till en funktion f(x) 6ver ett intervall
a<x <bgesav (Stewart 8.1)

b
L:/ VIt f@)? da

Later vi kurvan rotera runt z-axeln far vi en ro-
tationsyta med mantelarea S och volym V

S=2r /b |f(x)[\/1+ f'(z)? de (Stewart 8.2)
V= 7T/bf(af)2 dx (Stewart 6.2)

Later vi kurvan rotera runt y-axeln far vi man-
telarea S och volym V

b
S = 27?/ zy/1+ f'(x)? de  (Stewart 8.2)
b

V= 27r/ xf(x) dz (Stewart 6.2)
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