Tentamen
MATEMATIK fredag 18 mars 2022
Chalmers Tekniska Hogskola 14:00 — 18:00

TMV206 Linjar Algebra, varen 2022
Losningsforslag

Fraga 1. (a) Los ekvationssystemet

{23:—y—3w =1,

—r—z—w =2
(b) Lat
4 1 10
A=11 1 och b=1|4
1 3 2

Visa att ekvationssystemet Ax = b saknar 16sningar.
(c) Lat A och b vara samma som i (b). Hitta x sa att ||[Ax — b|| & minimal.

Losning. (a) Vi kan skriva om ekvationssystemet sasom:

—x—z—w =2 N T+ z+w = -2
20—y —3w =1 —y—2z—5w =5

Om vi nu later z = s och w =t sa ges losningarna av

=—-2-5—1
=—-5—25—-51
=5

=t

2 onow R

dar s och t ar reella tal.

(b) Vi utfér Gausselimination pa totalmatrisen (A b) for ekvationssystemet:

4 1 10 11 4 1 1 4 11 4 1 1 4
11 4)~(4110})~{0 -3 6]~101 2 |~(01 2
1 3 2 1 3 2 0 2 =2 01 -1 00 -3

Vi har fatt ett pivotelement i sista kolumnen. Det betyder att 16sningar saknas.

(c) For att 16sa denna uppgift ska vi 16sa ekvationssystemet A'Ax = A'b. Vi beraknar:

41 10
ba (411 (18 8 ho (411 (46
AA_(113 i;} =8 11) oM AP={y g 3 3_20
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och sedan reducerar vi ekvationssystemet:
18 8 46 9 4 23 72 32 184 9 4 23
8 11 20 8§ 11 20 72 99 180 0 67 —4
vilket ger

4 23 4 23 44  23-67+4-4 173
Tg=—— och 1,=———2x9=—+-— = =

67 9 9 9 967 9.67 67
Detta betyder att x = & (173, —4).

Fraga 2. Lat u = (1,1,1) och v = (=1,0,1). Lat II vara det plan i R® som gar genom
origo och som innehaller vektorerna u och v.

(a) Lat avbildningen S : R® — R3 vara ortogonal projektion pa planet II. Berikna
matrisen for den linjara avbildningen S (i standardbasen). (3p)

(b) Lat N vara den linje som &r normal till planet IT och som gar genom origo. Lat
avbildningen T : R?* — R? vara ortogonal projektion pa linjen N. Berikna matrisen
for den linjara avbildningen 7" (i standardbasen). (3p)

(c) Vad ar S+ T for linjér avbildning? (1p)

Losning. (a) En normal till planet IT ges av n = u x v = (1, —2,1). Den ortogonala
projektionen av en vektor w pa planet ges av wp = w — wy. Har ar wy den
ortogonala projektionen pa linjen som spanns av n. For att berakna matrisen av
avbildningen S récker det att lata w vara e,, e, och e,. Vi beraknar:

e, n 1

(ex) = ey (ex)N—ex—n.nn_ez—Ejn
e, n

(ey)n = e, (ey)N_ey_ny.nn:ey"{'én
e.-n

(e.)n = e. (ez)N—eZ—nZ_nn—eZ+6n

L6 00y /-1 2 1 L5 21
Ms = ((e.)n (e)n (ez)n)ZE 06 0f+-(2 —4 —2/=2|2 2 -2
00 6 ~1 2 1 ~1 2 7

(b) Vi har berdknat denna ortogonala projektion i (a). Matrisen ges av

1 1 -2 -1
MT = ((ex)N (ey)N (ez)N) = 6 —12 42 21
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(c) Eftersom Mg+ Mr = I sa dr S + T identitetsavbildningen.

Fraga 3. Lat
-19 7 =12 -16
b= 310 - 110 104 217
23 —12 12 20
Berikna det(B?). (4p)

Losning. Det ar en dalig idé att berdkna B2, Istéllet anvander vi att det(B?) = det(B)?
och berdknar det(B):

19 7 —12 —16 1 -1 o0 1
1 -1 0 1 19 7T —12 —16
det(B) =det | o0 19 14 o7 | =7V 300 10 14 o7
23 —12 12 20 23 —12 12 20
—119 —22 —22 g —12 —12 3
= —det = —det | 20 14 -3
30 20 14 -3 1 1 s
23 11 12 -3
~12 —12 3
— det| 8 2 0 :—3<8-0—2-(—1)>:—6.
“1 0 0

Alltsa ar det(B?) = (—6)% = 36.

Fraga 4. Lat G vara en riktad graf med foljande grannmatris:

01 001

00010

A=1]111 0 0 0

00101

001 0O
(a) Rita grafen G. (1p)
(b) Ar grafen G svagt sammanhéngande? (2p)
(c) Ar grafen G starkt sammanhingande? (3p)

Losning. (a). Vi skippar att rita grafen hér.
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(b). Vi beriknar grannmatrisen till den underliggande oriktade grafen och betecknar
den med B:

Sy

I
—_ O = = O
O = = O -
—_ = O =
—_ == = O
O = = O

Vi beraknar

B? =

_ W N = W
W N DN W=
DO W = DN N
DN =~ Lo DN W
W DN DN W

och detta betyder att det finns viagar av langd tva mellan varje par av noder. Alltsa
ar grafen G svagt sammanhangande.

(c). Vi berdknar A% och A3 och summerar A + A% + A3.

00110 11101
00101 11100
A2=|o 101 1|,43=[00 211/,
11100 12011
11000 01011
1221 2
11211
A+ A2+ A4%=[12 2 2 2
2 321 2
12111

Eftersom det ar nollskilda element pa varje plats gar det att ta sig fran varje nod till
varje nod med en vag av langd hogst 3. Darfor ar grafen starkt sammanhangande.

Fraga 5. Lat

V2 V2 0 0

IR RVZ) B N EV5) o 1] o0
f1_§ O 7f2_§ 0 7f3_ 1 OChf4_§ O
0 0 0 -1

vara fyra vektorer i R*. Vektorerna f;, f5, f5, f; utgor en bas for R* som vi betecknar
F. (Du behover inte visa att F' dr en bas.)
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(a) Vad betyder det att fi, f, f5, f; dr linjart oberoende? (Du ska alltsa ge definitionen
av linjart oberoende men specifikt for dessa vektorer. Du behdver inte visa att
vektorerna &r linjart oberoende.) (1p)

(b) Lat L : R* — R* vara den linjira avbildning som i standardbasen ges av matrisen

1

-1
2

— N = O

Bestdm matrisen for L i basen F. (5p)

Losning. (a) Att fy, fy, f3, £ &r linjért oberoende betyder att for alla reella tal ¢y, ¢o, ¢3, ¢4
galler att

lel + C2f2 + C3f3 + C4f4 =0 = Cl] = Cy = C3 = Cq4 = 0.

(b) Matrisen ges av Ap = F~'ApF dar

V2 V2 0 0
pol|V2 —v2 0 0
210 0 2 0
0 0 0 —2

Eftersom matrisen F ar en O N-matris sa far vi att F~! = Ft = F. Vi far att

-2 1 0 1 V2 V2 0 0
B 1 1 2 1 0 V2 —V2 0 0
Ar=FAgF =5 19 Z1llo 0 2 o
1 0 1 2 0 0 0 -2
V2 V2 0 0 -2 1 0 1 V2 32 V2 V2
1v2 —v2 0 0 L2 1 0| _1[=3v2 =v2 —v2 V2
40 0 2 0 0 -1 2 -1 4 0 -2 4 =2
o 0 0 -2/\1 0 1 2 9 0 -2 _4
Fraga 6. Matrisen
-3 5 1
A=1-2 4 1
0 0 1
har en egenvektor v = (2,1, —1). Hitta alla egenvérden och egenvektorer till A. (6p)
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Losning. Vi berdknar det karakteristiska polynomet till A:

—3-A 5 1
p(A) = det(A — M) = det -2 4= 1
0 0 —1-A

—(-1— )\)((—3 SA)A— )+ 10) =~ +1)(A2=A-2)
Nollstallena till p(A) ges av A = —1 och A = 2 (16s andragradsekvationen). Alltsa

ar egenvardena A = —1 och A = 2. Vi beraknar egenvektorer till A = —1 genom att
16sa ekvationssystemet (A — (—1)I)x = 0:

-2 510 2 =5 =10

-2 5 1 0]~(0 0 0 O

0 000 0O 0 0 0

Vi far tva fria kolumner sa vi later zo = 2s och z3 = 2t. I sa fall blir 1 = 5s + ¢.

Egenvektorer till egenviardet A = —1 ges alltsa av
5 1
x=s|2]+t]|0
0 2

Vi beréknar egenvektorer till A = 2 genom att 16sa ekvationssystemet (A—27)x = 0:

-5 5 1 0 -5 5 00 1 -1 00
-2 2 1 0)~1-2200}]~10 0 1O
0 0 -3 0 0 010 0 0 0O

Vi far en fri kolumn sa vi later o = s. I sa fall blir z3 = 0 och z; = s. Egenvektorer
till egenvardet A = 2 ges alltsa av

(En bas av egenvektorer ges av vi = (5,2,0),ve = (1,0,2),v3 = (1,1,0). Linjar-
kombinationer av v; och vy dr ocksa egenvektorer (med egenvérde —1) men linjéar-
kombinationer dir dven vs ingar ar inte egenvektorer. Varan 16sning anvénder inte
vektorn v som vi fick i fragan men om man beraknar det karakteristiska polynomet
pa ett annat siatt behdver man hitta en rot och man kan anvénda v for att gora
det. Hur hittar vi vektorn v i varan l6sning? I beskrivningen av egenvektorerna for
A= —1later vi s =1/2 och t = —1/2.)

Fraga 7. Lat ¢ vara en vinkel (i radianer) med 0 < ¢ < . Lat den linjara avbildningen
R : R? — R? vara rotation med ¢ radianer moturs omkring origo. Visa att R inte
ar diagonaliserbar.
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Losning. Matrisen for rotationen ges av

m= (o) )

Det karakteristiska polynomet till R ges av

) = der(t = A1) = det (4052 OO ) cos(o) < A +sin (o)

= A% +2cos(p)A + 1 = (A + cos(4))? + 1 — cos®(¢).
Ett reellt tal A &r ett egenvéarde om och endast om p(A\) = 0. Detta ger
(A +cos(¢))? = cos?(¢) — 1

Men eftersom vi har antagit att 0 < ¢ < 7 sa ar cos?(¢) — 1 < 0. Darfor kan
det inte finnas nagra reella losningar till p(A) = 0. Alltsa finns inga egenvéirden
och inga egenvektorer. Da kan inte R vara diagonaliserbar. (Kom ihag att R &r
diagonaliserbar om och endast om det finns en bas av egenvektorer.)

Fraga 8. Betrakta foljande Matlab-funktioner:

function v=funktioni(A,b)
v=A\b;
end

function v=funktion2(A,b)
v=inv(A)*b;
end

function v=funktion3(A,b)
[m,n] = size(A);
B= zeros(n,m);

for k=1:m
e=zeros(m,1);
e(k)=1;
B(:,k)=A\e;

end

v= Bxb;

end

(a) Vad hander om man anropar funktionerna med en inverterbar n x n-matris A och
nagon n-vektor b? Vad beraknar funktionerna? Motivera varfor. (2p)

(b) Vad hénder om man anropar funktionerna med en m x n-matris A och nagon m-
vektor b? Motivera vad de beraknar eller varfor de kommer att ge felmeddelanden.

(3p)
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Losning. (a)

(b)




