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1 Partiella derivator

Avsnittet om partiella derivator ämnar, grovt förenklat, översätta derivatabe-
greppet ifr̊an en variabel till flera.

Vid studiet av funktioner med tv̊a variabler f(x, y) R2 → R inses snart att
det i en punkt p̊a en funktionsyta finns ett oändligt antal riktningars derivator
att beakta.

Figur 1: z=f(x,y) och ∂f
∂x (a, b), [1].

Den partiella derivatan är ett specialfall där vi studerar tv̊a linjer vilka g̊ar
igenom den aktuella punkten (a,b). Dessa b̊ada linjer är parallella med respek-
tive koordinataxel. Vi studerar allts̊a en variabels p̊averkan åt g̊angen medans
den andra h̊alls fix (se figur 1).

Om gränsvärdena

lim
h→O

(f(a+ h, b)− f(a, b))

h
=

∂f

∂x
(a, b) (1)

lim
k→O

(f(a, b+ k)− f(a, b))

h
=

∂f

∂y
(a, b) (2)
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∃ s̊a sägs funktionen f vara partiellt deriverbar med avseende p̊a x respektive
y.

Beteckningen ∂ tydliggör att det är en derivata som avser fler variabler än
den enda vi är vana vid.

Funktioner partialderiveras s̊aledes tv̊a g̊anger för första derivatan, i tur och
ordning med avseende p̊a respektive variabel medans den andra h̊alls fix. D̊a
detta görs är samtliga regler och standard derivator vi är vana vid ifr̊an en
dimension alla applicerbara.

Detta tydliggörs ytterligare med följande exempel

f(x, y) =xy2

∂f

∂x
=y2

∂f

∂y
=2yx.

(3)

2 Kontinuitet i flera variabler (Differentierbar-
het)

För att generalisera en ny definition som kan kompensera för partiella deri-
vators brister s̊a börjar vi med att studera kontinuitet i en variabel och tv̊a
formuleringar om detta.

2.1 Formulering 1

L̊at ϱ(h) vara skillnaden mellan differenskvoten och derivatan och gör sedan en
omskrivning

ϱ(h) =
(f(a+ h)− f(a))

h
− f ′(a)

f(a+ h) =f(a) + hf ′(a) + hϱ(h).
(4)

f är d̊a deriverbar i x = a om det finns en konstant A ∈ R som är lika med
f ′(a) och en funktion ϱ(h) där ϱ(h) → 0 när h → 0. Det vill säga:

f(a+ h) = f(a) +Ah+ hϱ(h). (5)

2.2 Formulering 2

En geometrisk tolkning utav formulering tv̊a kan föreställas som

x =a+ h

h =x− a

f(x) = f(a) +A(x−a) + (x− a)ϱ(x− a).

(6)
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Att ϱ(h) → 0 innebär att det finns en unik tangentlinje till grafen i x = a.

2.3 Generalisering till tv̊a variabler

Det är värt att nämna att man kan generalisera detta till n variabler men i detta
fall s̊a visas bara med tv̊a variabler. Till en början s̊a kan man generalisera
formulering 3 genom att utöka den slutgiltiga geometriska tolkningen till en
större dimension. Man f̊ar d̊a att f är differentierbar om det finns ett unikt plan
som tangerar grafen i punkten.

För att omdefiniera formulering 2 m̊aste vissa antaganden göras det vill säga
att f : R2 → R och är definierad i en omgivning av (a, b). f är d̊a differentierbar
i (a, b) om det finns konstanter A,B ∈ R och en funktion ϱ : R2 → R där
ϱ(h, k) → 0 d̊a (h, k) → 0 s̊adant att

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +Ah+Bk + |
(
h
k

)
|ϱ(h, k). (7)

Eftersom att man f̊ar att f(a+ h, b+ k) → f(a, b) s̊a visar man där med konti-
nuitet.

3 Kedjeregeln

Vi kommer ih̊ag fr̊an envariabelanalysen att (f(g(t)))′ = f ′(g(t)) · g′(t), som
ocks̊a kan skrivas som du

dt = du
dx · dx

dt om u = u(x) och x = x(t).
För att kunna visa kedjeregeln i flera variabler definierar vi först g : Rn → Rp

och f : Rp → Rn, vilket ger att f(g) : Rn → Rm.
Kedjeregeln generaliseras i fyra steg varav vi har berört tre denna veckan.

n ≥ 1, p = 1,m = 1

n = 1, p ≥ 1,m = 1

n ≥ 1, p ≥ 1,m = 1.

(8)

Vi antar även att för samtliga fall ovan gäller att g : Rn → Rp och f : Rp → Rm

är diffrentierbara och att a är en inre punkt i Rn s̊adan att a är en inre punkt
i D(g) och att g(a) är en inre punkt i D(f).

3.1 Kedjeregeln fall 1

Vi sätter t = a, vilket ger d
dtf(g(t1....tn) = f ′(g(t1...tn))

dg
dtj

. Detta kan ocks̊a

skrivas p̊a ett mer kompakt sätt som d
dtj

f(g(t)) = f ′(g(t)) dg
dtj

. Det här följer

fr̊an en variabel fallet d
dtj

där de andra variablerna betraktas som konstanta vid

derivering.
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3.2 Kedjeregeln fall 2

Under tidigare antaganden blir kedjeregeln d
dtf(g(t)) = ∇f(g(t))dgdt . Ett al-

ternativt skrivsätt om vi sätter u = u⃗ = u(x1...xn) och x⃗ = x⃗(t) är du
dt =

du
dx1

dx1

dt + ...+ du
dxp

dxp

dt .

Beviset för detta finns p̊a kurshemsidan.

3.3 Kedjeregeln fall 3

Om vi nu betraktar g⃗ : Rn → Rp, f : Rp → R där p ≥ 1, n ≥ 1 och där
t⃗ = (t1, ..., tn) är en inre punkt i D(g) och g⃗(⃗t) är en inre punkt i D(f) s̊adan
att den sammansatta funktionen f(g⃗(⃗t)) är differentierbar i punkten t⃗. D̊a följer
p̊a samma sätt som steg 2 att de partiella derivatorna med avseende p̊a t kan
skrivas

∂

∂tj
f(g⃗(⃗t)) = ∇f(g⃗(⃗t))

∂g⃗

∂tj
(9)

för j = 1, ..., n.
Alternativt kan detta skrivas ut som

∂f

∂tj
=

∂f

∂g1

∂g1
∂tj

+ ...+
∂f

∂gp

∂gp
∂tj

(10)

och även här för j = 1, ..., n.
Skillnaden fr̊an fall 2 är allts̊a att t⃗ kan inneh̊alla fler än en dimension, och

därav betraktar man partialderivatorna med avseende p̊a de olika variablerna i
t⃗, i övrigt används samma metod.

3.4 Tillämpning av kedjeregeln

Kedjeregeln kan vara en lämplig metod att använda sig av för att lösa partiella
differentialekvationer, förkortat PDE. Idén är d̊a att till exempel göra ett va-
riabelbyte i planet (x, y) → (u, v), s̊adant att f(x, y) = f̃(u, v). Man använder
sedan omskrivning av partialderivator

∂f

∂x
=

∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x
(11)

∂f

∂y
=

∂f

∂u

∂u

∂y
+

∂f

∂v

∂v

∂y
(12)

för att sedan sätta in i PDE:n och förhoppningsvis f̊a en ekvation som är lösbar.
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4 Gradient och riktningsderivata

4.1 Gradient

Gradient är ett sätt att samla partiella derivator till ett enda begrepp.
Def: Om f : Rn → R och är differetierbar i a⃗ ∈ Rn =⇒

∇f (⃗a) =

 ∂f
∂x1

(⃗a)

...
∂f
∂xn

(⃗a)

 . (13)

Det vill säga gradienten av f är vektorn som inneh̊aller alla f:s partiella derivator.
”∇” uttalas nabla.

4.2 Riktningsderivator

Vi kan av olika anledningar vilja veta vad derivatan är längs andra riktningar
än x1, ..., xn. Här kommer riktningsderivatan in, l̊at v̂ vara en normerad vektor
i Rn (||v̂|| = 1). D̊a är definitionen för riktningsderivata

f ′
v̂ = lim

h→0

f (⃗a+ hv̂)− f (⃗a)

h
. (14)

Ur detta följer satserna ”2.4.6” och ”2.4.7”.

4.2.1 Sats 2.4.6

Om f : Rn → R, är differentierbar i a⃗ och a⃗, v̂ ∈ Rn

=⇒ ∃f ′
v̂ och f ′

v̂ = ∇f (⃗a) · v̂. OBS! ||v̂|| = 1
Bevis: Antag att f är differentierbar i a⃗ =⇒

f (⃗a+ hv̂) = f (⃗a) +∇(⃗a) · (hv̂) + ||hv̂||ρ(hv̂). (15)

Eftersom vi har antagit differentierbarhet =⇒ ρ(x⃗) → 0 d̊a x⃗ → 0,

||hv̂|| = |h|||v|| = 1|h| = |h| =⇒

f ′
v̂ = lim

h→0

f (⃗a+ hv̂)− f (⃗a)

h
= ∇(⃗a) · v̂. (16)

4.2.2 Sats 2.4.7

Ur sats 2.4.7 följer sats 2.4.6.

L̊at f : Rn → R vara differentierbar i a⃗ ∈ Rn =⇒ ∇f (⃗a) är riktningsderivatan
med maximal tillväxthastighet i a⃗. Tillväxthastighetens storlek är ||∇f (⃗a)||. För
detta gavs ett geometriskt bevis i R2.
Bevis: Eftersom att vi vet att f ′

v̂ (⃗a) = ∇f (⃗a) · v̂ kan vi utg̊a fr̊an följande bild.
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Ur detta f̊ar vi

fv̂ (⃗a) = ∇f (⃗a) · v̂ = ||∇f (⃗a)||||v̂|| cos(θ) = ||∇f (⃗a)|| cos(θ),

ty ||v̂|| = 1. =⇒ f ′
v̂ (⃗a) är som störst d̊a cos(θ) = 1 =⇒ ∇f (⃗a) och v̂ m̊aste

vara parallella och lika riktade för maxvärdet.

5 Niv̊akurvor

Def:

L̊at f : Rn+1 → R och C ∈ R, där C är en konstant. D̊a definierar funktionen
f(x1, ..., xn) = C vanligtvis en n-dimensionell (hyper)yta i Rn+1.

Speciellt säger vi att:
n = 1 ger en niv̊akurva i R2

n = 2 ger en niv̊ayta i R3

n > 2 ger en niv̊ahyperyta i Rn+1.

Om vi har ett hyperplan (se figur nedan) och antar att:

f är differentierbar i a⃗ ∈ Rn+1, v̂ ∈ Rn+1, ∥v̂∥ = 1 i n̊agon rikting och v̂ är
tangent rikting till ytan f(x⃗) = C i a⃗ blir:

f ′
v̂ = 0 ⇐⇒ ∇f (⃗a) · v̂ = 0 ⇐⇒ ∇f (⃗a) ⊥ v̂.

Detta innebär att alla tangentriktningar är ortogonala mot ∇f (⃗a) ⇐⇒ ∇f (⃗a)
är normal till hyperplanet/tangentplanet.
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6 Derivator av högre grad

Notation:

∂2f
∂xj∂xk

= ∂
∂xj

( ∂f
∂xk

) alternativt f ′′
xkxj

eller f ′′
kj om j = k.

Terminologi:

L̊at f : Rn → R, D ⊆ Rn, k ≥ 0 är ett heltal.
D̊a säger vi att f ∈ Ck(D) om alla dess partiella derivator av grad ≤ k existerar
och är kontinuerliga i hela D
Om f ∈ Ck(D) spelar det ingen roll vilken ordning vi utför partiell derivering
upp till grad k.
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