Forelasningssammantattningar

R. Baker, N. Barywani, E. Frannhag, A. Jirholt, E. Ljungberg, S. Séderqvist

Lp3 2022



1 veckal

1.1 Forelasning 1

I Flervariabelanalysen jobbar vi med funktioner dér:
f:R"— R™ (1)

Detta betyder att i bade definition- och virdeméngden kan vi behdva
hantera mer &n 1 variabel. Dock, till att borja med, kan vi ta fallen dar

f:R?*— Reller (z,y) — 2.

1.1.1 omformulering av derivata med en variabel

Till att borja tar vi det vi redan vet och formulerar om det(obs, f: R — R

ar definierad i en omgivning foér en punkt a):

fla+h)—

Formulering 1 Jlim,_,. 3 LGN f ar deriverbar i a.

Formulering 2 Lat o(h) = w — f'(a). dér o(h) — 0 da h — 0 Dessutom, om vi
satter A = f'(a) (givet att ett sidant A finns) si gar det att formulera

fla+h) = f(a) + Ah + o(h)h.

Formulering 3 Det existerar en unik tangent linje till grafen f; f(z) = f(a)+Af(z—a).

Formulering 3 kan man hérleda genom att sitta x = a+ h. Da ar f(x) =
fla)+A(x—a)+ (z—a)o(z —a). Om vi analyserar funktionen a kan vi se att
(x — a)o(z — a) kommer minska otroligt snabbt nér A — 0. Om vi utesluter
den sista produkten i ekvationen far vi en lindrisering som representerar den

unika tangent linjen i grafen.



1.1.2 Partiella derivator i R?

Med hjalp av definitionen fér derivatan av en funktion med en variabel kan
vi definiera derivatan till funktioner med tva variabler. Vi borjar med omgiv-
ningar. [ Flervariabelanalysen, nar vi ska uttrycka en omgivning runt vektorn

a sa skriver vi enl. foljande,

de R {7 7—d|<e} (2)

Fortsittningsvis antag: f : R? — R #r definierad i en omgivning @ dér

d = (a,b). Om vi formulerar en differenskvot fér f/(a) far vi,

) fla+hb+Ek)— f(ab)
o0 T TERT ®)

Detta kan vara svart att berdkna sa istallet kan vi ndrma oss via an-

tingen x eller y axeln medan man later den andra variabeln vara konstant.
Detta kallas partiell derivata och kan variera beroende pa vilken variabel i
Definitionsméngden som man man véaljer att definiera som konstant.

Partiell derivata for x:

0 h,b) — b
For y:
0 b+ k) — ,b
5y (o) = lim Hobr Bt 5)

En f6ljd av deriverbarhet i envariabel analysen ar kontinuitet men detta gar

inte att anta pa samma séitt i flervariabel analysen.



1.2 Forelasning 2
1.2.1 Differentierbarhet

I envariabelsanalysen vet vi att deriverbarhet = kontinuitet; deriverbarhet
ar ett starkare begrepp @n kontinuitet i envariabelsfallet. I forel 2 sag vi att
det inte géller for flervariabelsfunktioner.

Vi tittade pa tva exempelfunktioner dér de partiella derivatorna existe-
rade men funktionerna &nda inte var kontinuerliga.

Begreppet differentierbarhet infordes, och differentierbarhet — konti-
nuitet.

Differentierbarhet definierades pa tva sétt:

Grafisk definition: Vi séger att f &r differentierbar i en punkt (a,b) om
det finns ett unikt plan som tangerar grafen i punkten.

Formell definition: Antag f : B> — R def. i en omg. av (a,b). f &r da

differentierbar i (a,b) om det finns konstanter A, B och en funktion p : R —
h

Rsa. f(a+ h,b+ k) = f(ab) + Ah + Bk + || l|p(h,k) dér p(h,k) — 0
k

nér (h,k) — (0,0)

1.2.2 Gradienten

Med differentierbarhet kan gradienten definieras, vektorn av alla partiella

derivator, ungefir derivatans motsvarighet i flervariabelsfallet.

Def. (Gradienten) Om f : R" — R dr differentierbaria@ € R" definierar
of(@)
Ox1
vi gradienten i a@: V(f(d)) =gradf = :
af(a)

OTn



1.2.3 Koppling mellan differentierbarhet och tangentplan (i R?)

Lat f : R?* — R vara en funktion som ér differentierbar i (zg,yo) och 14t

tangentplanet till f i (zo, yo, 20) ha normalvektorn

ar en godytcklig vektor i tangentplanet. 7 -0 =0 — E(x —x) + F(y —
yo) + G(z — 20) = 0. Sétt zg = a, yo = b, z0 = f(ah), h=x — o, k =y — yo

och jamfor med definitionen av differentierbarhet. Vi ser da bl.a. att

of
ox

E
n=|F|= e
G -1

1.3 Forelasning 3
1.3.1 Sats 2.2,3

Forst en Notation innan vi paborjar satsen:

Lat f : R — R och D vara en oppen och sammanhéngande méangd i
R". Vi skriver f € C*(D) vilket betyder att f tillhor klassen 'C ett D’ om
alla partiella derivator f, ,...,f, existerar i hela D och dessa &r kontinuerliga

funktioner av n variabler. Nu till satsen.



Sats
f € CY(D) = f ar differentierbar i hela D.

Bevis: (for n = 2) Vi kan paborja beviset med ett antagande:

f:R* > R,
D C R? dir D ar en 6ppen méngd
och antag f € C*(D) i en godtycklig punkt(a,b).
(obs! vi utgar fran n = 2 eftersom idén &r dven samma for n > 2). Visa da

att f ar differentierbar i samma punkt, (a,b).

Enligt ovan
f € CHD) = 3fi(ab), fy(ab). (6)
Nu aterstar det att visa att o(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0) dér;

fla+hb+k)— f(ab) —hf.(ab) —kf,(ab)

Genom att gora en del omskrivningar, definiera en ny funktionW(h) och an-

o(h.k) = (7)

vinda medelvéirdessatsen (i envariabelanalysen) for att omdefiniera W(h) —
U(0), far vi ut kvoten.
A(Jala+ 01h0) — Fo(a) + K(fyfa + hb0sk) — fyfa)
V2 + k2
Dér 6; € (0,1) och 6y € (0,1). De ér alltsd begriansade funktioner.Vidare for
alla h k géller

(8)

m'gl’
<!

=

[ o(hk) <] fila+6ihb) — fi(ad) |+ | fila+ hb+bsk) — fi(ad) | .
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Ha i atanke att 0; och 0, dr begrédnsade. Om vi sedan later (h,k) — (0,0) =

(a+ hos,b) = f1(ad
kommer 2T POO) = L@b) 0 das (k) s (0.0).

fola+hb+0:k) — f(a,b)
1.3.2 Kedjeregeln

Vi later tva funktioner g och f vara:
g:R"— RP (10)

f:R"— R™ (11)

Déar den sammansatta funktionen ar:
fog:R"— R™, (12)
som kan aven skrivas som:

(fog)(tr,tn) = fi(g1(t1,tn)sesGp(tr,etn)) oo fin(G1(B1setn) s Gp (B, itin)).
(13)
Vi ska generalisera kedjeregeln i 4 steg, for att sedan fa en slutlig formel.
For alla steg rader samma antagande (Antagande 1):|| Funktionerna g och
f ar differentierbara och @ € R sadant att @ inre punkt i definitionsméangden
av g. Dessutom att ¢(@) &r inre punkt i definitionsméngden av f.
Steg 1: n>1,p=1,m=1

Under antagande 1 &r: (f o g) differentierbar i £ = @ och

5o 0@z = 1 0@ (14)

for alla 7 = 1,...,n Denna foljer av en variabel fallet som visas nedan.

(f - 9)(x) = f'(g()) - g() (15)



Steg 2:n=1,p>1,m=1
Lat funktionen f vara en skaldrvird funktion av n variabler, 7 = (z1,22,...,7;)
sa att ©1 = g1(t), ....xn = gp(t). Da fas sammanséttningen f(g(t)). Antag att

g1, -..,gp ar deriverbara i intervallet ¢ € (a,b) C R. Da fas vid derivering.

d . B of dg: of dg
al T = aen Tt aan @

Bevis for pastaendet déar p = 2 finns pa s. 66 i Persson & Boiers.

(16)

Steg 3:n>1,p>1,m=1

Lat funktionen u(Z) vara en skaldrvird funktion av n variabler dir ¥ =
(21,29,...,2,). Lat dessutom £ = (t1,ta,...,tn) s& att u(Z()) = w(zy(tr,estim )y Tp(trestm))-
Under férutsittningen att u (%) och 21 (£),...,7,(f) alla tillhér C* blir den par-

tiella derivatan med avseende pa variabeln ¢,

ou  Ou Oxy ou 0Oz,
gm_du i, g % 1
o, om0t T an, i (7)

Bevis for pastaendet ar mycket likt det for n = 1,p > 1, m = 1. Den stora
skillnaden &r att man viljer en rikting ¢; fran t och partialderiverar m.a.p

denna sa att de Gvriga variablerna halls konstanta.

1.4 Forelasning 4
1.4.1 Implikationer av kedjeregeln pa PDE

Anvénds bland annat for variabelbyten i planet. Ibland skriver man om funk-
tioner med hjélp av variabelbyten och da vill vi hitta de partiella derivatorna
for var nya funktion. Om man applicerar det pa variabelbytet f(z,y) = f(u,v)

kan de partiella derivatorna skrivas enligt kedjeregeln som

of _0f ou of oo
dr  Ou Or v Ox
of _0f ou 0f o
dy Ou Oy Ov Oy



1.4.2 Riktningsderivator

Definitionen av riktningsderivata ér som foljande:

For vektorn ¢ € R™, ||¢]] = 1 &r riktiningsderivatan av f i riktningen ¥ i
punkten @
— —»\h - —
fu(d@) = lim Jla+oh) f(a)‘ (19)
h—0 h

Men definitionen &r véldigt jobbig att rikna med, det ar dérfor enligt sats 6

pa sida 78 i Persson & Boiers som vi anvénder

fil@) =V f(@)-v (20)

nér vi raknar med riktningsderivatan.

1.4.3 Nivakurvor

Definitionen lyder:

Lat f : R®™ — R,c € R och c ar konstant sa kommer ytan beskrivas av

f(@) =c

f(Z) = ¢ beskriver oftast en n-dim yta i R"™! men inte alltid.
Niva kurvan kallas olika beroende pa vilket rum man befinner sig i, om

n = 1 kallas det fér nivakurva och det befinner sig i R2. Om n = 2 kallas det
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niviyta och den befinner sig i R® och om n > 2 kallas det fér en niva-hyperyta,

som befinner sig i R™"*!

1.4.4 Derivator av hogre ordning

For derivatorn av hogre ordning anvands notationen

02 f
é%ﬁjéirk

(21)

som é&r forst partiella derivaten med avseende pa zj, och sedan z;. Men

man kan dven skriva f” . Om k = j kan man skriva

TTj

) (22)

1.4.5 Terminologi

Lat f : R - Rk > 0,k € R,D € R" och ar en 6ppen mangd. Kommer
f € C*(D) om alla partiella derivator finns av grad k och #r kontinuerliga
i hela D. Detta funkar for Clairouts sats som séger att det spelar ingen roll
vilken ordning vi tar de partiella derivatorna i. Beviset for Clairouts sats néar

k = 2,n = 2 finns pa sida 87 i Persson & Béoiers.
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