Sammanfattning av forelasningar i MVE035, LV1

Eric Bjorndal, Nils Grimbeck, Linus Hagedorn, Ylva Liljegren,
Christian Russberg, Alexander Spetz

Januari 2022

1 Derivata i flera variabler

Figur 1: Ytan z = 2% — 32y?

Da vi gar fran en till flera variabler blir derivatabegreppet

f’(a) = lim f(a+h})L_f(a)7 (1)

h—0

nagot problematiskt eftersom vi kan ndrma oss baspunkten, a, fran oidndligt

manga riktningar till skillnad fran envariabelanalysens 2 (véinster och hogergriansvirden



i differenskvoten (1)). Man finner l4tt att detta medfor att derivatan i flera
variabler &r beroende pa langs vilken kurva vi ndrmar oss a. Betrakta exem-
pelvis figuren ovan som visar grafen foér funktionen f(x,y) = 23 — 3zy? och
undersok derivatan i punkten (9, 0). Narmar vi oss léings y-axeln dr derivatan
lika med noll men nadrmar vi oss ldngs en annan riktning &r derivatan noll-
skilld. Vi ar darfor i behov av ett entydigt begrepp for fordndringshastigheten

i en punkt for funktioner av flera variabler.

Om grénsvirdet for derivatans definition existerar kan vi definiera funktio-

nen

() = XD ZT gy )

vilken genom algebraisk manipulation kan skrivas som

fla+h) = f(a) + hf'(a) + hp(h). (3)

Vibyter ut f’(a) mot en okénd konstant A. En funktion som uppfyller denna
ekvation kallas differentierbar i a om det finns en funktion p : R — R sa
att p(h) — 0 da h — 0 och en konstant A. Generaliserar vi detta till n
dimensioner har vi att f : R™ — R &r en differentierbar funktion om vi kan
skriva

F(@+h) = (@ + A1+ .. + b A, + ||[R]| p(R) (4)

for nagra konstanter A;, dar j = 1,...,n och for en funktion p: R™ — R sa

att p(ﬁ) — 0 da h — 0. Vidare ger detta foljande sats.

Sats 1. Lat f: R® — R. Om f é&r differentierbar i @, sa dr f kontinuerlig i

a.

Bevis. Lat h — 0 i (4). Detta ger direkt att f(@+h) — f(@) da h — 0. O



2 Partiella derivator

Som tidigare ndmnts kan en funktion ha olika derivator i en punkt beroende
pa vilken riktning vi gar mot punkten. Det kan vara av intresse att undersoka
derivatan lings samma riktning som en av basvektorerna, ¢;, och vi siger

da ett detta &r en partiell derivata med avseende pa x;.

Definition 1. Lat f: R = R och @ € Dy. For i € {1,...,n} giller

of . _ . fla+hé)— fa)
8901(&)_}11% h

(5)
om grinsvirdet existerar och f &r definierad i en omgivning av a.

Vi kan nu ge en innebdrd av vad konstanterna A; i (4) kommer att vara.
Genom att sétta in att h; = 0 for alla j # 4 i (4) och gora en omskrivning

samt lata h; — 0 far vi att

_of .
Ai = 81’1 (a)

Ibland vill vi visa att en funktion ar differentierbar och vi kan nu med dessa

partiella derivator visa det med hjélp av foljande definition och sats.

Definition 2. Lat D C R™ vara en 6ppen och sammahéingande méngd. Lat
f: R™ — R sa att alla partiella derivator till f existerar och &r kontinuerliga

i D. Da siger vi att f tillhor klassen C1(D).

Sats 2. Om f € C'(D), da giller det att f #r differentierbar i D.

3 Partiella derivator av hogre grad

Om en funktions f(Z) = f(x1,...,z,) partiella derivata &r partiellt de-
riverbar sa kan man bilda partiella derivator av hogre grad. Detta skrivs

0 0
<f> for j,k = 1,...,n. Denna notation ar olamplig fér hogre grad

al'j 8.%'k
2

sa vi anvénder oftast andra notationer som exempelvis eller f’ ’xjxk.

;0T
J
2
Om j = k skriver vi —5.
Oxy,



Vi kan utoka definition 2 till att f tillhér klassen C*(D) om alla partiella

derivator till f av ordning till och med k existerar och &r kontinuerliga i D.

Sats 3 (Clairauts sats). Om f € C*(D), da #r partiella derivatan till f av

ordning < k oberoende av ordningen vi deriverar med avseende pa.

Med denna sats kan det bli enklare att partiell derivera en funktion.

4 Gradient

Som nédmnts tidigare anger de partiella derivatorna hur funktionen uppfor sig
léings med koordinataxlarna. Genom att betrakta villkoret for differentier-
barhet ser man att alla de partiella derivatorna ingar och innehéller méjligen
mer information om funktionen i en viss punkt. Genom att betrakta delen

Arhy + ...+ Aphy i (4) gor vi foljande definition.

Definition 3. Lat f : R™ — R vara en differentierbar funktion. Gradienten

V@) = (g g ) (@) (6)

0x1’ 7 Ozy,

definieras som

Da kan man skriva det pa ett mer kompakt sidtt med hjilp av skalarprodukt
Aihy + ...+ Aphy, = V(@) - h. (7)

Speciellt sigs att gradienten dr motsvarigheten till % i envariabelfallet.

5 Riktningsderivata

Om man vill undersoka en differentierbar funktion f(&) lings en rit linje
Z = d+t-7U1punkten @ med riktning v € R" dér ||v]|] = 1, anvénds
riktningsderivata. Denna definieras som

fi(@) = lip 18T = (@

t—0 t

(8)

I praktiken vid rdkning anviander vi oss av foljande sats.



Sats 4. Om f: R™ — R ar differentierbar i punkten a sa ar
f3@) =V -wv. (9)

Notera speciellt att om riktningen @ 4r en enhetsvektor €;, for j = 1,...,n,
sa fas den partiella derivatan per definition. Denna sats medfor dven att

gradienten &r riktad ldngs den storsta 6kningen i @, ty
f3@) =V f(@) - 7= ||V f(@)ll|5]| cos 0,

dér 0 utgor vinkeln mellan gradienten och riktningsderivatan. Detta ger att
fi(@) &r maximerad da Vf(@) och ¢ &r parallella och likriktade. Det gar

dven att visa detta algebraiskt med hjéilp av Cauchy-Schwarz olikheten.

6 Nivaytor

Nér vi har funktioner av flera variabler kan dessa vara svara att 16sa helt ex-

plicit vilket ger oss anledning att forsoka losa dessa uttryck implicit istéllet.

Lat en funktion f : R"*! — R och en konstant ¢ € R. D4 definierar vanligtvis

eckvationen

f($17"'amn+1) =c (10)

en n-dimensionell yta i R"+1.

Nér n = 1 kallas den yta som definierades med ekvation (10) for en nivakurva
i R2. DA n = 2 kallas ytan for en nivayta i R? och fér n > 2 kallas den
definierade ytan for en nivahyperyta i R"*1. Dock giller det inte att ekvation
(10) alltid definierar en yta och detta kan exempelvis ses genom att observera
foljande uttryck: 22 + 4% + 22 = —1 dér z,y, z > 0 vilket kan tolkas som alla
punkter pa halvsfiren med radien r = /—1 vilket inte ger nagon yta i R2.

Nu kan man ga vidare med dessa ytorna som definierades av ekvation (10)

vilket ger foljande sats.



Antag att f: R® — R #r differentierbar och 1at @ € R™™! och en vektor
7 € R*"! dir ||#]] = 1. Vidare om @ &r en tangentriktning till ytan som

definieras av f(z1,...,Znt1) = c sa giller foljande i @ att
fi(@) =0+ Vf(@) - -v=0. (11)

Alltsa dr ¥ och V f(@) &r ortogonala mot varandra. Figuren nedan, dér r
pekar i gradientens riktning och vektorn ¢ utgdér en tangentriktning till
ytan, illustrerar denna sats. Notera hur detta ger oss ett enkelt sétt att
bestidmma storsta lutningen i punkten d vilket dr av intresse vid extrem-

punktsundersokningar.

Figur 2: Visualisering av att ¥ och V f(a@) &r ortogonala.

7 Kedjeregeln

Nu nér vi bekantat oss med differentierbarhet, partiella derivator och gradi-
ent kan vi expandera kedjeregeln till flera variabler. Vi kidnner igen kedjere-
geln fran envariabelanalysen. Tag funktionerna f och g, déar g &r deriverbar

i punkten x och f i g(z). Da dr derivatan av den sammansatta funktionen



d df d

f ogipunkten x lika med di dé di:]
Infor generaliseringen borjar vi med att formulera vad en sammansatt funk-
tion i flera variabler &r. Lat g : R” — RP och f : R? — R™. Om p = ¢ giller

att sammanséittningen f o g : R” — R™ kan goras.

Under lédsvecka 1 generaliserades kedjeregeln endast for skaldrvirda flerva-
riabla funktioner. Forst nir teorin kring vektorvirda funktioner introduce-
rats kan en helt generaliserad formulering av kedjeregeln presenteras. For de
skalarvirda funktionerna kan tre olika formuleringar goras for olika vérden

pa n och p. Dessa fall &r:

Fall: n>1,p=1,m=1
Fall2: n=1,p>1,m=1
Fall3: n>1,p>1, m=1.

I alla tre fallen antar vi att g och f &r differentierbara och att for ett god-
tyckligt @ € R™ giller att @ € D(g) och g(@) € D(f).
Fall 1: n > 1, p=1, m = 1. Det géller att

0 ;o 09

9z, f (9(55))87]-‘ (12)

Beviset for detta foljer direkt ur envariabelanalysen da det handlar om en
partiell derivata med avseende pa variabeln z;; alla x; # x; kan betraktas
som konstanter och operationen ar i praktiken identiskt lika en derivation

av en funktion av en variabel.
Fall 2: n =1, p > 1, m = 1. Det géller att

d dj _ \~ 0f dgi
——[(d@)) =V/(g Z Sg dz

Beviset for detta utgar fran att man vill visa existensen av grénsvérdet

lim F(a+h)— F(a)
h—0 h

)



—

dir F(z) = f(g(x)) och att detta #r lika med F’'(a) = Vf(g(a)) - j—i(a).
Detta uppnas genom att med hjélp av ansittningen @ = (gi(a), ..., gp(a))
och h = h (fg(a) +ﬁ(h)) skriva om g(a 4+ h) till @ + ﬁ, for att sedan
applicera definitionen for differentierbarhet pa F' och bevisa existensen och

ekvivalensen. Beviset i sin helhet hénvisas till foreldsningsanteckningarna

samt kursboken.

Fall 3: n>1,p > 1, m = 1. Det giller att

(;?ij(ﬁ(f)) — V@) ;’g -

~ Of 91
891 8xj'

=1

Beviset foljer av 2) precis som 1) foljer av envariabelanalysen, da vi endast

tittar pa en partiell derivata dér alla x; # x; kan betraktas som konstanter.



