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1 Variebelbyte i flera variabler - 2:a ordningen

Partiella differential ekvationer 16ses precis som innan, det som laggs till nu ar g L gzi och

6 9f For att 16sa dessa kan variabelbyte anviindas. Observera att foljande som beskrivs &r
en generalisering. Oftast gar det att sidtta in virden i derivatorna da det finns ett uttryck

for u respektive v. Harnedan kommer derivatorna endast uttryckas som g—;, % samt gp g“

0 Ov
och oz 0z °

Antag u(x,y) och v(z,y), vilket ger:

f(z,y) = flu(z,y),v(z,y)) (1)

of 0y ou, of v )
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Detta &r forsta partiella derivatan, vilket forklarades under LV 1. Den andra partiella deri-
vatan kan beridknas genom:
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Observera att % och % beror av bade u och v som i sin tur beror av x och y. Detta betyder
att produktregeln kommer behova anvéndas pa de tva termerna. Om vi kollar forst pa den
forsta termen, blir det:
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Pa samma sétt gors det pa den andra termen vilket ger uttrycket:
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Pf (D01 ou 0f P (00 v 0f o .
Ox? 0rou) 0z Ou 0Ox? 0rdv) Oz Ov 0Oz

Vi kan nu observera (8%25 ) och ( 0 91 ) for att sedan utveckla med kedjereglen igen. Vi kan

kolla pa hur det blir pa forsta termen

(L01).0n (208 0n, 008 vy on

ox Ou ox oudu Oz + ovou Ox ox

2 2 2
:5)_12“. Ou)"_ O Ovou (9)
ou ox Oudv Oz Ox




Den andra termen ridknas ut pa samma sétt och med dessa tva utvecklade termer kan vi
slutligen sattas ihop till ett stort uttryck:

PP (00N Pf vou 0fou  Ff oudv Pf (00\' 0f O
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Med anvindning av Clairauts sats kan vi kombinera 88 8f och 2L for att sedan skriva

Ovdu
uttrycket som:
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Detta uttryck kan uppfattas som komplicerat, ddremot podngterades det igen att det oftast

finns V'arden att sitta in i 8—Z och 8—; vilket gor uttrycket ldttare att hantera. For att losa
giy och I anvinds samma metod. Det finns #ven konkreta exempel som tas upp i boken.

Det rekommenderas att studera exempel 27 (sid. 89) samt exempel 28 (sid. 92).

2 Taylorutveckling i flera variabler

For att gora en Taylorutveckling i flera variabler &r det bra att forst observera Taylorut-
veckling i en variabel.
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ar Taylorpolynomet av grad k och

f(k+1) (5) . hk+1

(k+1)! (14)

ir resttermen for nagot £ € (a,a + h). Denna term kan direfter skrivas om till O(h¥*1).

Taylorutveckling i flera variabler handlar om att bilda en funktion som ursprungligen ar
av flera variabler till en funktion av en variabel. Darefter kan den skrivas med hjilp av
formuleringen ovan. Om vi borjar med en funktion av tva variabler,

flz,y), f:R* =R, feC! (15)

dér vi vill Taylorutveckla kring en baspunkt (a,b). Detta kan goras genom att fixera h och
k for att sedan bilda en en-variabels funktion,



F(t)=fla+t-hb+t-k) (16)

Med F(t) kan vi Taylorutveckla kring t=0. Detta &r véldigt logiskt eftersom om t=0 sa far
vi f(a,b) vilket ar det vi vill ha.

kp0) , (k+1)

For nagot £ € (0,1).

Vi vill nu uttrycka detta med derivatorna av F' vilket betyder att det blir partiella deri-
vator av f. Fran kedjereglen far vi:

F'(t) (h-3+k-£)f

ox oy (18)

z=(a+ht)
y=(b+kt)

Eftersom relationen mellan F” och (h : a% + k- 6%) f éar detsamma som relationen mellan

F och f kan vi skriva ett enklare uttryck for flera deriveringar. Om vi deriverar flera ganger
kan vi skriva uttrycket som:

FO@) = (h.£+k.£)jf (19)

ox oy

z=(a+ht)
y=(b+kt)

Vi kan skriva detta eftersom h och k ar konstanter och % samt % kommuterar ty Clairauts
sats och f € Ck*1,

Vi kan dven gora det mer kortfattat om vi anviinder vektorer. Om f : R? = R, f € C*+1,

9 o o -
V= [3&1 a= {Z] , h= {Z} dér h ar sa litet att @ + h € D. Da kan vi Taylorutveckla till:
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3 Lokala extrempunkter

DEFINITION LOKALA EXTREMPUNKTER
f :R™ — R har strangt lokalt maximum i @ € R™ om det finns en omgivning ) av a sa att

f(@) < f(@) vz € @\ {a}

SATS 2.6.11
Om f(z) har lokalt extremvérde i en inre punkt @ i definitionsméngden och f &r partiellt
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deriverbar i @ sa ar Vf(a) =0

BEVIS
Betrakta linjer genom @ parallella med koordinataxlarna. Funktionen z; — f(a1, ..., z;,...a,)
har lokalt extremvirde i 2; = a; = 2 Vj =1,...,n = Vf(@) =0

J

3.1 Klassificering av stationara punkter

DEFINITION
Om Vf(@) = 0 kallas @ for en stationdr punkt.

Antag att f: R* — R har en stationir punkt i @ = (a,b). = V(@) = 0 Detta ger taylorut-
vecklingen f(a+h,b+k)— f(a,b) = (Ah*+2Bhk+ Ck*) + O(||(h, k)|?) dérA = [, (a,b),
B = f;/,'y(a, b), C = f;y(a, b) Tecknet pa f(a + h,b + k) — f(a,b) for sma (hk) avgor
om @ &r en maximum/minimum punkt eller inte. Lat Q(h,k) = Ah* + 2Bhk + Ck>
Q(h, k) = O(]|(h, k)||?) och dominerar oftast O(||(h, k)||?) termen. Q(%) kallas for kvadratisk
form och kan generaliseras till () : R" — R. Tecknet pa Q avgdr om den stationdra punkten
ar en min- eller maximipunkt.

-

En kvadratisk form Q(z) &r:
e Positivt definit om Q(Z) > OVZ # 0 (Positivt semidefinit om Q(z) > 0).
e Negativt definit om Q(Z) < OVZ # 0 (Negativt semidefinit om Q(Z) < 0).
e Indefinit om Q(Z) antar bade positiva och negativa virden.

Om Q(7) &r:
e Positivt definit = & strangt lokalt minimum.
e Negativt definit = ¥ strangt lokalt maximum.
e Indefinit = 7 &r en sadelpunkt.

Om Q(Z) ar semidefinit sidger det oss inget da resttermen kan dominera. Ytterligare utred-
ning behovs for att avgora.

3.2 Matrisformulering

A B
B C

Ak + Bk

o
Lath_{ Bk + Ck

k] och M = [
Ck?

} Da blir Q(1) = kT Mh = (h, k) { } = AR®+2Bhk +

SPECIALFALLET 2 DIMENSIONER
Om:

e AC — B2>0och A > 0= Q(h) positivt definit.
e AC — B2 >0 och A < 0= Q(h) negativt definit.
o AC — B2 > 0= Q(h) indefinit.



o AC — B% =0 = Q(h) semidefinit.

GENERELLT

Om M &r en symmetrisk nxn matris, o € R, s& &r Q(ﬁ) = RTMFh pa kvadratisk form,
Q : R" = R. Genom att utfora ett variabelbyte § = TTh < h = T detta ger Q = kT Mh =
I DY = My?+Aay3+...+X\y2 Tecknet pa Q kontrolleras av tecknet pa alla A;. T inverterbar
gerﬁzOommgij

SA’ES L
Q(h) = hT Mh r:

e Positivt definit omm alla egenvéirden, A, &r positiva
e Negativt definit omm alla egenvéirden, \, dr negativa

e Indefinit omm M har bade positiva och negativa egenvirden.

4 Vektorvarda funktioner

Lat f : R® — RP, da #r f en vektorvird funktion. Vektorvirda funktioner kan ses som en
klass av funktioner som tar en vektor i R™ och genererar en annan vektor i RP dér p,n > 1.

Eftersom funktionen genererar en vektor med p koordinater kan f delas upp i p olika skalér-
virda funktioner enligt:

i f1(7)
f=1: (21)
fo(T)

dar f; : R® — R ar skalarvirda funktioner for i =1, ..., p.

Det giller da att f r differentierbar omm alla dess skaldrvirda “del™funktioner f; &r det.

4.1 Funktionalmatris

Vi har tidigare sett att skaldrviarda funktioners egenskaper pa manga séitt kan kopplas sam-
man med dess gradient. Pa samma sétt kan vi undersoka en vektorvard funktions Gverens-
stimmande Om vi utvecklar f; till dess linjéra term i en omgivning h kring en punkt @ och
utesluter resttermen ger det oss:

fila+h) = fi(@) + Vfi(a) - h. (22)
P& samma sitt kan f utvecklas i en omgivning h kring en punkt a:
f@+h) = f@) + f'@h. (23)

Dir f'(a) &r funktionalmatrisen innehéllande alla f:s partiella derivator. Vilken kan bildas
utifran uppdelningen 21| med gradienten av alla f; enligt:

_ 0f1 9f1
[vA@] R
f=1 & =] i : (24)
V@] |5



Om funktionalmatrisen &ar en bijektion dvs den &ar inverterbar kan den bland annat anvindas
for koordinatbyten.

4.2 Funktionaldeterminant

Tar vi determinanten av funtionalmatrisen dvs.

ofi .. 91
oz Oxn

det(f'(z)=| : : |. (25)
Ofp Ofp

Ger det oss funktionaldeterminanten vilken ger oss mycket information om hur f beter sig
kring Z.

Vi tar exemplet da det(f'(a)) = —40z 29, for att det ska existera en omgivning kring @ dér
f &r en bijektion maste zq, 2o # 0. Determinanten ar negativ for zq, 2o > 0 vilket ger att
alla objekt som mappas av f spegelvinds i niarheten av f. Storleken pa determinanten avgor
med vilken faktor ett objekt som befinner sig i ndrheten av a skalas med om det mappas av
f.

5 Linjarisering
Vi later f : R® — RP vara en vektorvird funktion som &r differentierbar i a for alla f;.
Linjarseringen av f; ar da

fia+h) = fi(a) + V fi(a) e b+ [|h]|pi(h), (26)

dir p;(h) : R® — R och p;(h) = 0da h — 0 Vi=1...p.

Da alla element i f &r differentierbara i a sa ar dven f differentierbar i a. Linjariserningen
av f skrivs

f@+h) = f@+ f'@h+|[|h|p(h), (27)
dir p(h) — 0 da h — 0.

6 Kedjeregeln i allmanhet

Lat g: R® — RP och f : R? — R™, vara differentierbara och antag att a € R" ér inre punkt
i D(g) och att g(a) ar inre punkt i D(f).

131 ! 91(t) fi(@)
Latt= |: | eRz2=|:| R, g=| : | €Rr, f= : € R™

b z 9,(7) ful2)

da ges komponent ¢+ av sammanséttningen f o g av

(o)) = fi(g(®)). (28)



fi : R? — R, enligt kedjeregeln steg 3, som presenterades och bevisades i Iv.1, ar f; differen-

tierbar. Element ij i funktionalmatrisen (f o g)' () ar:
991
9 = 09(0) ror  on1 |
g, 290 = Via®) e T2 = 3 ]| ¢ (29)
s

Ligger vi ihop alla element ij i funktionalmatrisen (f o g)'(f) far vi

(fog) () = f(3(2)7 ), (30)

dér (fog)'(f) & en m x n matris, f/(g(t)) & en m x p matris och §'(£) &r en p x n matris.
Ekvation (30) &r den allmédnnaste formen av kedjeregeln, alla andra former av kedjeregeln
ar specialfall.

6.1 Specialfallet m =

Lat f : R"™ — R" det vill siga ett n-dimensionellt vektorfdlt. Om f dr differentierbar i
a € R™ &r f'(a) en n x n matris. Om f’(a) ér en inverterbar matris < det(f’(a)) # 0. Géller
detta sa ar f inverterbar i en omgivning av a.

7 Koordinatbyten

Ett sétt att betrakta funktioner ar att vi har en punkt i R" som vi sedan gor ett koordinat-
byte med for att fa en annan punkt i R™. Vi kan ténka att en sadan funktion motsvarar ett
koordinatbyte.

7.1 Koordinatbyte i R"”

Vi studerar ett koordinatbyte i R” som beskrivs av (x1,...,2,) <> (Y1, ..., Yn). Vi uttrycker
nya koordinater i gamla, vilket ger

y1 = fi(@r...zn)

Det fas att (y1,..,yn) = ¥ och (fi(1, ..., 00), o, fr(T1, 0 0)) = f(z). Koordinatbytet kan
nu betraktas som en funktion f: R"™ — R™.

(31)

For att ett koordinatbyte ska vara giltigt maste det vara inverterbart. Funktionen f : R —
R™ som motsvarar koordinatbytet ska darmed vara en bijektiv avbildning. Den inversa funk-
tionssatsen ger att det &r mojligt i en omgivning av a € R™ om det(f ’(a)) # 0.

Eftersom y = f(z) fas funktionalmatrisen till

Fria) = QWL tn) (32)



vilket ger funktionaldeterminanten

et(f (a)) = S (33)

Det inversa koordinatbytet till ¥ = f(Z) blir

7= f(7) (34)
7.2 Ratvinkliga koordinater till polira koordinater

Betrakta koordinatbytet (z,y) < (r,6) i R?. Koordinatbytet fran ritvinkliga till polira
koordinater beskrivs av

x = rcos(f)
{ y = rsin(d) (35)
vilket ger funktionalmatrisen
ox,y) % 927 [cos(f) —rsin(0) (36)
or,0) |5 52| |sin(f) rcos(6)

cos(#) —rsin(d)
sin(f)  rcos(6)

‘ = rcos?(0) + rsin®(0) = r. (37)

d(z,y

Hér kan vi se att koordinatbytet inte ar giltigt i origo, ty A0

= 01 origo.

7.3 Ratvinkliga koordinater till sfariska koordinater

Betrakta koordinatbytet (z,y, 2) <> (1,0, ¢) i R®. Koordinatbytet fran ritvinkliga till sfiriska

koordinater beskrivs av
x = rsin(0) cos(p)

y = rsin(f) sin(p) (38)
z =rcos(d)

vilket ger funktionaldeterminanten

Adlz. v = sin(f) cos(p) rcos(f)cos(¢) —rsin(f
=22 = |sin(f) sin(p) 7 cos(f) sin(p) Tsin(z)

) sin(e)
d(r, 0, ¢) cos(f) —7sin(6)

os(y) | = r*sin(h). (39)

Hér kan vi se att koordinatbytet inte ar giltigt om # = 0, = 7 eller r = 0, ty jgf’g’;; =0
for dessa vérden.



8 Implicita funktionssatsen

En nivakurva dér det finns mer &n ett y-viarde for nagot x-virde kan ej beskrivas som en
funktionsgraf. Daremot kan kurvan beskrivas lokalt i en omgivning kring en punkt (a,b) pa
kurvan.

Omgivningen kring de flesta punkter kan goras sa pass liten att det maximalt finns ett y-
véarde for varje x-virde. For sérskilda punkter kommer omgivningen alltid innehalla fler &n
ett y-viarde for varje x-virde. En sadan punkt har vertikal tangent samt horisontell normal
och gradient.

VE = {ZJ (40)

For att gradienten ska vara horisontell méste Fy = 0. Ur detta foljer forsta delen av sats
3.4.3.

Vidare kan derivatan i nagon punkt dir y = y(z) formuleras som derivatan av F'(z,y(x)) =
C som med hjélp av kedjeregeln kan skrivas

dF  OF F d d F,
0= _9 -18 Yo W

= = - . e 41
de Oz * Oy dx dx F} (41)

Ur detta foljer andra delen av sats 3.4.3.

8.1 Sats 3.4.3

Lat F(z,y) vara en C'-funktion och (a,b) en punkt pa nivakurvan F(z,y) = C. Om
F,(a,b) # 0 sa finns en 6ppen omgivning U av (a,b) sidan att restriktionen av nivikur-

van till U implicit definierar en C'-funktion y = f(z). For derivatan av denna funktion
galler
Fi(z, f(x))
fl(z) = -2 22 42
R ENiE) -

10



	Variebelbyte i flera variabler - 2:a ordningen
	Taylorutveckling i flera variabler
	Lokala extrempunkter
	Klassificering av stationära punkter
	Matrisformulering

	Vektorvärda funktioner
	Funktionalmatris
	Funktionaldeterminant

	Linjärisering
	Kedjeregeln i allmänhet
	Specialfallet m = n

	Koordinatbyten
	Koordinatbyte i Rn
	Rätvinkliga koordinater till polära koordinater
	Rätvinkliga koordinater till sfäriska koordinater

	Implicita funktionssatsen
	Sats 3.4.3


