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1 Inledande notation och begrepp

I flervariabelanalysen anvéands foljande notation for en funktion: f:R™ — R™
n,m > 1.

Vi séger da att f dr en funktion av n variabler. Viardet pa m avgor i vilken
dimension funktionens varden hamnar i. Da m = 1 har vi en "skalarvard funk-
tion". Om m > 1 har vi en "vektorvird funktion". Om m = n kallas f ett
n-dimensionellt vektorfalt.

Man kan dela upp f i flera komponenter pa foljande séitt:

(xl?x27 "‘71'774) — f(ml’x2’ ""xn) = (fl(x17 "'7xn)7 "'7fm(x17 "'7x7l))' (]‘)
Dér (z1,...,x,) € R" och f(z1,...,2n) € R™

2 Partiella derivator & differentierbarhet

2.1 En variabel

For n = 1 kan derivata formuleras pé tre sétt, och kan sedan generaliseras for
n > 1. I samtliga formuleringar utgar man fran antagandet att f : R — R &r
definierad i en omgivning till @ som en inre punkt i fs definitionsméangd.

Formulering 1:

flath)=1(@) oyisterar. Detta gransvarde kallas

f ar deriverbar i ¢ om limp_¢ i
for derivatan i a och betecknas dven f'(a), %(a) eller % da z = a.

Formulering 2:

Lat p(h) vara skillnaden mellan differenskvoten och derivatan, dvs

o) = LOEW I oy 2



Deriverbarhet <= limj_,0p(h) = 0. Om man sedan 16ser ut f(a + h) fas
uttrycket,

fla+h) = f(a) + f'(a)h + hp(h). (3)

f ar alltsa deriverbar i x = a om

JA e R & 3p(h) : f(a+ h) = f(a) + Ah + hp(h) (4)
ochp—0dah—0
Formulering 3:

Genom omskrivning av ekvation (4) med x = a + h fas ekvationen

f(@) = fla) + A(z — a) + (z — a)p(x — a) (5)

Om man bortser fran sista termen vilken ar liten da = ~ a far man ekvationen
far en tangentlinje i punkten (a, f(a)). Att limp_0p(h) = 0 kan alltsi tolkas
grafiskt som att det existerar en unik tangentlinje till grafen i punkten. En
tredje definition av derivatan i punkten da x = a &ar alltsa att det existerar en
unik tangentlinje till grafen i punkten.

2.2 Flera variabler

For att finna ett begrepp som motsvarar derivata i en variabel kan man férscka
generalisera ovanstaende formuleringar till flera variabler.

Formulering 1 blir problematiskt i flera variabler d& man kan ndrma sig punkten
fran oédndligt méanga riktningar, till skillnad fran i en variabel d4 man endast
kan ndrma sig punkten lings z-axeln. Vidare beror derivatan ofta pa vilken
riktning man nirmar sig. Begreppet riktningsderivata blir alltsa en naturlig
generalisering av formulering 1.

Sarskilt viktiga riktningsderivator dr de partiella derivatorna, alltsa de riktnings-
derivator man far d& man nérmar sig punkten parallellt med koordinataxlarna.
De partiella derivatorna for f : R? — R i punkten (a,b) definieras da som

8f T f(a+h7b)_f(a7b)
oy (@) = fimy h
(6)
af T f(aab+k)_f(a7b)
oy @0 = fm T

déar % ar riktningsderivatan ldngs z-axeln och %@)j ar riktningsderivatan langs

y-axeln. Da detta &ar grédnsviarden i en dimension kan de partiella derivatorna
berdknas genom att anvénda de deriveringsregler fran envariabelsanalysen och
derivera i endast en variabel och betrakta ovriga variabler som konstanter.



2.3 Differentierbarhet

Vi generaliserar formulering 2 och 3 for flera variabler. Detta ger oss begreppet
differentierbarhet.

Utifran formulering 3 fas den grafiska definitionen :

f ar differentierbar i en punkt @ € R™ om det finns ett unikt (hyper)plan som
tangerar grafen i d.

Utifran formulering 2 far vi en annan definition for differentierbarhet i R?:

Antag att f : R?> — R ir definierad i en omgivning kring (a,b). Da &r f
differentierbar i (a,b) om det finns reella konstanter A och B och en funktion
p:R? = R sadana att:

fla+h,b+k) = f(a,b) + Ah+ Bk + [|(})lp(h, k) (7)
Vi har dven f6ljande sats (2.2.1 s. 53) som séger:

f differentierbar i (a,b) = f kontinuerlig i (a, b) (8)

For att kunna visa att och undersoka om en given funktion f(z,y) dr differen-
tierbar i (a,b) kan man berdkna f; och f; och l6sa ut p ur ekvation 7 vilket
ger

f(a+hab+k) B f(avb) B fn/c(a,b)hf f;(a,b)k‘
N/

Om detta p(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0) s& ar f(z,y) differentierbar i punkten
(a,b)

Det finns dock littare sitt att visa differentierbarhet. Lat f : R2 — R och
D vara en 6ppen, sammanhingande mingd i R™. Vi skriver da f € C!(D)
om alla partiella derivator f; ..., f, existerar i hela D och &r kontinuerliga
funktioner av n variabler i D. En sats uttrycker detta.

p(h, k) = (9)

Sats 2.2.3:

f € CY(D) = f #r differentierbar i hela D. (10)

Dock ar det viktigt att uppmérksamma att omvandningen inte géller i allmén-
het.



3 Tangent(hyper)plan

Figure 1: Bild pa ett tangentplan till vektorn (x,y, z) med normalen 7.

Tr — X
Lat vektorn ¥ = |y — yo | vara en godtycklig vektor i tangentplanet.
Z— 20
E
Lat normalvektorn till planet @7 = | F'|.
G

Detta ger: 7-0 = 0, vilket &r ekvivalent med E(z—x0)+F (y—yo)+G(2—29) =0
Lat nu zg = a, yo = b, z0 = f(a,b), h=x —z9, k =y — yo.

Da ar
F(@+h) = £(@ + V@ -h+|hllp(h) (11)

<~

flathb+k)=f(a,b) + Al —z0) + Bly —wo) + | ()l p(h, k) (12)

ddr a+h =z, b+ k =y och f(a,b) = z9. Funktionen z = f(z,y) ger da grafen
av f. Om vi skippar sista termen far vi tangentplanet:

z =20+ A(x — x0) + B(y — yo) = A(x — x0) + B(y — yo) — (2 — z) = 0.



4 Linjar approximation
Om f: R? — R, differentierbar i (x,y) #r linjériseringen av f i (z,y):

fla+hy+k)=flz,y) +h- folz,y) +k- f(y). (13)

Vid en approximation av f(x + h,y + k) gor p(h, k) s& pass liten skillnad att
den kan féorsummas. Vilket da ger oss linjar approximation. For att differen-
tierbarhet ska gélla krivs att approximationen &r bra kring punkten (z,y).

5 Kedjeregeln och variabelbyten i partiella dif-
ferentialekvationer

Minns kedjeregeln i en variabel: %f(g(x)) = f'(g(z) - ¢'(x).

Kedjeregeln beskriver derivering av en sammansatt funktion. Men hur ser sam-
mansattning av funktioner ut i flera variabler?

Lat g : R® — RP och f : RP — R™ Da blir sammanséttningen fog:R" — R™.
Vi kommer generalisera kedjeregeln i 4 steg varav tre tas upp i detta doku-
ment:

Stegl: n>1,p=1,m=1

Steg2: n=1,p>1,m=1

Steg3: n>1,p>1,m=1

Steg 4: n > 1,p > 1,m > 1 (Visas nésta vecka)

OBS! Féljande antagande géller for alla steg: g : R™ — RP och f: RP — R™. f
och g &r differentierbara och @ € R"™ sa att @ &r en inre punkt i g:s definitions-
méngd. ¢(&@) &r en inre punkt i f:s definitionsméangd.

Steg 1: Under antagandet &r f o g : R” — R differentierbar i ¢ = @ och den
partiella derivatan i t; ar:

ftj (9(B) = f’(g@)gf;. (14)

Beviset av detta foljer fran fallet i en variabel da % betyder %j dér de andra
variablerna héalls konstanta.

Steg 2: Under antagandet blir kedjeregeln

@ 1) = V0% (15)



Alternativt skrivsétt, u = u(Z) = u(z1, ..., zp) och & = Z(t):

du  Ou Odx; ou dx,
— =4 . ——. 1
dt  Oxp dt Tt Ox, dt (16)

Steg3:n>1,p>1

Tag § : R* = RP och f : RP = R. Da &r %f(g(?)) = V(1) - ==
; :

Vi=1,..,n

Alternativ skrivsitt dr att lata:
u=u(z) = u(x1,...,xp) och & = x(t) = (t1, ..., tn).
Déér%:% % —l—ﬁ %
atj 69:1 5‘tj 8:5,, atj
Sedan foljs steg 2 pa samma sétt som steg 1 foljer av envariabelanalys.
De andra ti, k # j, dér j och k &r konstanter.
Observera att f,g € C? = foge CL.

Variabelbyten i partiella differentialekvationer anvinder sig av kedjeregeln. T.ex.
variabelbyte i planet av funktionen f. Antag att f : R? — R, differentier-
bar i (x,y). f : R — R, differentierbar i (u,v) dér u = u(z,y) och v =
v(x,y). Da kan vi gora variabelbytet (z,y) — (u,v). Da giller f(u, v) =

f(u(x, y)/U(:Ly)) = f(l', y)

Se f som en funktion fran planet istéllet for ett talpar.

6 Gradient och riktningsderivata

Nér vi deriverar en funktion i en variabel med hjilp av derivatans definition
kan vi endast ndrma oss gransvardet ldngs z-axeln, vi angriper punkten fran
det positiva och negativa hallet. Medan i fallet da vi har minst tva variabler
kan vi angripa punkten fran oéndligt manga riktningar. Det medfér att vi forst
maste bestdmma en riktning vi vill angripa punkten fran innan vi kan bestimma
derivatan. Dessa derivator beror ofta pa vilken riktning som véljs och derivatan
i en given riktning kallas for riktningsderivata.

For en normerad riktningsvektor © € R™ definieras riktningsderivatan av f i

punkten @ som
fl@a+ ho) — f(a@)
h

(17)

Om f: R™ — R &r differentierbar i @ € R™ definerar vi gradienten i @, Vf(a@) =



. 'V f(@) &r med andra ord en kolonnvektor med de partiella deriva-

af (=
oz, (a)
torna for x1, xs, ..., T, i punkten a.

Enligt sats 2.4.6. géller om f : R™ — R &r differentierbar i @ och o € R™, ||9|

1 att riktningsderivatan %(d) existerar och &r
O ()= via)-o (18)

dar V f(a) ar gradienten av f i d.

6.1 Geometrisk tolkning av gradient

Sats 2.4.7: Lat f : R® — R vara differentierbar funktion i punkten . D&
kommer gradienten V f(a@) att peka i den riktning som f har maximal tillvax-
thastighet |V f(@)].

Detta kan bevisas geometriskt med hjélp av skaldrprodukt.

C']éow\d'r iwld bewis

Vi) ,
Lo (@)= VD)
D ¢ cg@“ lg}ltcose

av §

Con choet &o B0 Dlash=T > Lo - VLR I

Figure 2: Bild pa geometriskt bevis for geometrisk tolkning av gradient

Man kan dven bevisa det algebraiskt med hjilp av Cauchy-Schwartz sats, men
det ingar ej i kursen och uteldmnas dérfor.

6.2 Nivakurvor

Nivakurvor &r ytterligare ett geomatriskt tolkning av gradient.

Def: Lat f:R""! —= R, C € R dér C &r en konstant.

Ekvationen f(z1,...,2,+1) = C definierar vanligtvis en n-dimensionell hyper-
yta i R*H!



Det &r viktigt att notera att det inte alltid ror sig om en yta. Ett exempel
ar x2 + 92 + 22 = —1, som inte skapar en yta.

Rent metodiskt kan man tédnka att man skall 16sa ut en variabel, t.ex z = z(z,y).
I manga fall &r det dock svart att 16sa ut en variabel explicit. Da kan anvinda

den implicita beskrivning som angavs i definitionen f(Z) = c.

Bendmningar beroende pa dimension

n =1 Nivakurva i R?
n =2 Nivayta iR?
n =23 Nivahyperyta iR"T!

Antag att f differentierbar i punkten @ € R™®*! och ¥ € R"! med norm
[|0]] =1 i nAgon riktning.

Om ¢ &r en tangentriktning till ytan f(Z) = ¢ i @ blir riktningsderivatan
fi@) =0<=Vf(a) 0 =0<= Vf(@ L7,

dvs alla tangentriktningar ar ortogonala mot V f(&).

Enligt sats 2.4.8 foljer dven att <= V(@) ar normal till tangentplanet- eller
linjen.

7 Derivator av hogre ordning

Derivator av hogre ordning kan skrivas pa flera sétt:

?r_ 0 of

0x 0y, N 87:10] oxy,

) =foya, (19)

Resten av texten kommer visa om det spelar roll i vilken ordning man deriverar
olika variabler vid derivata av hogre ordning.

Lat f : R® — R och D C R™, ddr D &r en 6ppen méangd. Lat det &ven
existera ett heltal k£ > 0.

Om alla f’s partiella derivator av grad < k existerar och &r kontinuerliga i
hela D s giller f € C*(D).

C(D) innehaller de funktioner som tidigare beriiknats, alltsd de med en kon-
tinuerlig férstaderivata, och C°(D) innehaller alla kontinuerliga funktioner.

For k > 2 har vi:



Sats 2.5.9 (Clairouts sats):
Om f € C*(D) spelar det ingen roll i vilken ordning vi utfor partiell derivering
upp till grad k.

Exempel ar:

Lopl el
k=2:fr, =l
Lo ettt it

Det allménna fallet for satsen kan hérledas via induktion, férst 6ver antal vari-
abler (n) och sedan (k).



