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1 Clairauts sats

I borjan av den forsta lektionen under lisvecka 2 gick vi igenom Clairauts sats (Sats 9. under avsnitt 2.5. i
Persson/Boiers: Analys i flera variabler) vilket kan ses nedan.

Sats: Om f: R®* = R, f € C? i en omgivning till (a,b), s& &r f,(a,b) = f.(a,b).

Beviset till satsen kan sammanfattas genom att anta en kvadrat ABCD med punkterna A = (a,b), B =
(a+h,b), C =(a+h,b+h), D= (a,b+h). Viantar att h &r sa litet att kvadraten ryms i omgivningen dér
f dr C%. Genom att ta fram funktionerna (1) och (2),

F(I):f(l‘,b—l-h)—f( vb)7 (1
G(y) = fla+h,y) = f(a,y), (2)

kan vi utav dessa utforma ekvationen (3),
F(a+h)—F(a) =G(b+ h) — G(b). (3)

Genom att utnytja medelviirdssatsen i tva steg for (3) och forenkling, kan ekvationen skrivas som

Fiy(&Q) = £y (0,m), (4)

dér da h — 0 s& gar £ — a, 0 — a, ( — b och n — b. Vilket insatt i (4) bevisar satsen.

2 Taylorutvecklingar i fler variabler

For en funktion f : R?> — R dir f(z,y) ska utvecklas kring baspunkten (a,b) for f € C**! kan en
envariabelfunktion, F'(t), bildas genom att fixera tva konstanter, hy och hs, vilket blir

F(t) = f(a+th1,b+th2). (5)

Nu med hjélp av (5) kan en taylorutveckling for en variabel goras, dir F ar kring ¢ = 0, vilket ser ut som

EopG)g) . D
Ft)y=3 . j!(O) o+ F(k:L 1()£!>tk+1’ (6)



dar & € (0,t). For att Gversitta (6) fran F(¢) till f(a+ hit, b+ haot) utnytjas kedjeregeln for att ta reda pa vad
F'(t) = D(f(a+ht,b+hot)) ér, vilket blir F'(t) = (h1 £5 +ha#x) f (a-+thy, b+ths). Vi kan iven se att for j:te

derivata far vi FO)(t) = (h1 2 +h28%)jf(a+th1, b+ths). FU)(0) r dérmed (hq 2 +h26%)jf(a, b). Eftersom

6% . 6% kommuterar enligt Clairauts sats sa kan Binomialsatsen anvéndas fér att uttrycka (h1% + hga%)j ,

fast det gar dven att forenkla genom att sétta a = (a,b), h = (hy, he) och V = (8%, 3%). Inséttning av dessa

iF(1)= f(a+h) ger

k

flarm) =Y B pa +

Jj=0

(h-V)*+D)

%
TSRS

fCE), (7)

_>
dér £ &r pa strickan mellan a och a + h.

3 Stationira punkter och dess karaktar

Antag att vi har en funktion av tva variabler f : R? — R, och en stationir punkt a = {a] . Inneborden av

b
en stationér punkt ar att samtliga férsta derivator vid punkten blir noll, alltsd V f(a) = 0. Antagandet leder
till att vi kan omformulera och forenkla Taylorutvecklingen for funktioner av tva variabler,

Flahb+ ) = f(a,8) = 5(AR* +2Bhk + ) + O(|(h, B)|*), 0

I ekvation s& har vi flyttat 6ver f(a,b) till vinsterledet och V f(a) har tagits bort. Storleken av forsta
termen i vénsterledet kommer nu att avgéra om punkten &r en maximipunkt, minimipunkt eller nagot
annat. Om f(a + h,b + k) < f(a,b) sd far vi ett maximivirde vid a, eftersom vi har forflyttat oss en
godtyckligt liten bit fran a och fatt ett mindre virde. P4 samma sétt far vi en minimipunkt vid a om
fla+h,b+k) > f(a,b). Bade storleken och tecknet av vinsterledet kan bli svara att bestdmma da funktioner
blir allt mer komplicerade. Darfor studeras istéllet hogerledet. Hogerledets tecken kommer helt och hallet
domineras av den sé kallade kvadratiska formen, och ordo-termen féorsummas. Den kvadratiska formen skrivs
som,

Q(h,k) = Ah? + 2Bhk + CK>. (10)

Med hjélp av tecknet pa Q ar det mojligt att bestimma karaktéren av stationéra punkten a pa féljande sétt:
Q@ &r positivt definit = a &r ett stringt lokalt minimum,
Q@ &r negativt definit = a dr ett strangt lokalt maximum,
Q@ ar indefinit = a &r en sadelpunkt,
Q@ ar semidefinit = a gar inte att klassificera.
Exempel
L=l Jh,=2% f,=6

= Q(h,k) = Ah? + 2Bhk + Ck* = h® + 4hk + 6k>.

Kvadratkomplettering ger forenklingen,



h? + 4hk 4 6k% = (h + 2k)? — 4k + 6k% = (h + 2k)2 + 2k2.

Bade (h + 2k)? och 2k? forblir positiva oavsett vad h och k viljs till att vara. Dérfor dr @ positivt definit
och a ar dédrmed en minimipunkt.

Notera att en enkel éndring f;, = 3, skulle foréindra karaktéiren av punkten. Slutresultatet hade med &nd-

ringen blivit (h+2k)? — k2, vilket ger ett indefinit tecken pa Q. Punkten a hade saledes blivit en sadelpunkt.

4 Matrisformulering av kvadratiska formen

Denna del kommer behandla hur karaktiren pa kvadratiska formen kan bestdmmas och da implicit &ven hur
karaktéren pa stationdra punkter kan avgoras.

4.1 For tva variabler

Lat N
h B
vl =[5 2
dar A, B och C ar samma som i .

Da kan den kvadratiska formen skrivas om si att

Q(h) = K" Mh. (11)
Man kan d& avgora teckenkaraktéiren pa @Q genom att undersoka determinanten till M
det(M) = AC — B> (12)

Foljande pastaenden géller:

o det(M)>0& A>0= Q &r positivt definit,
o det(M)>0& A< 0= Q &r negativt definit,
o det(M) < 0= @ &r indefinit,

(M)

e det(M) =0 = @ &ar semidefinit.

Detta giller dock endast for f : R? — R, sa foljande delkapitel kommer behandla hur karaktéiren pa stationira
punkter kan bestdmmas i fler variabler.

4.2 For n variabler

For n variabler géller att om M #r en symmetrisk n x n-matris och b € R”, &r Q(h) = h' Mhnu Q : R* — R.

Eftersom M &r bade reell och symmetrisk, betyder det att den &r diagonaliserbar. Den kan alltsa skrivas om
s&
M =TDT*, (13)



dér T #r en ortogonal matris (dvs 77 = T~!) med M:s egenvektorer som kolonnvektorer och D #r en
diagonal matris med motsvarande egenvirden till M. Om vi gér variabelbytet

y=T"'h e h="Ty, (14)
ger det tillsammans med
A1y1 n
Q) =vy"Dy=1[n .. w)| * | =D i, (15)
>\le71 k:1

dér y # 0 (ty annars ar T €] inverterbar) och A, &r egenvéirdena till M.
Utifran ser vi att egenviardena kontrollerar teckenkaraktéiren pa . Foljande sats kan nu formuleras.
Sats:

(i) Alla egenvirden till M dr positiva.< Q dr positivt definit.

(ii) Alla egenvirden till M dr negativa.< @ dr negativt definit.

(ii) M har bade positiva och negativa egenvirden.< @ dr indefinit.

(iv) M har ndgot egenvirde \; = 0. < @Q dr semidefinit.

Eftersom M tydligen ar en viktig matris, har den fatt ett namn. Den kallas hessianen till f

*f o*f
Ox? T Ozizg,
H(f)=| : (16)
o*f *f
orix, 0x?

Denna matris kan da evalueras i den stationdra punkt som vill undersdkas. Man kan alltsd med genom att
hitta hessianens egenviarden avgora karaktédren av stationdra punkter.

5 Vektorvarda funktioner

Antag att det finns en vektor f som gar fran f : R® — RP. Dérefter delas denna vektorn in i dess olika
element f; dar varje element gar fran f; : R™ — R. Detta for att det nu erhalles en funktion vi har sett
tidigare och man kan da pa ett smidigare sett linjirisera med avseende pa en funktion enligt f6ljande,

fila+h) = fi(a) + Vfi(a) - h+ [|h[|p(h) (17)
dirp—-0dah—0

Daérefter samlas alla partiella derivator ihop i en p X n matris, som bestar av ett system av funktioner. Denna
matrisen kallas Funktionalmatrisen och ar &ven kidnd som Jacobimatrisen,

on o
01~ Oxp

flley=| + -~ (18)
Ofy fp
Ox1 ~ Oxy,



Kommande uttryck &ar ekvivalent med valfri rad fran funktionalmatrisen,

hy

(19)

V(@) h= [af” af”]

ox1 Oz

En sammanstéllning av dessa rader av funktionern f ger oss en taylorapproximering av vektorvirda funk-
tioner enligt f6ljande
fla+h) = f(a)+ f'(a)h + [|h||p(h) (20)

dar p(h) - 0da h — 0.

6 Kedjeregeln for vektorvarda funktioner

Lat g : R® — RP, f : RP — R™ vara tva differentierbara funktioner. Dir @ #r inre punkt till g och g(a@) ar
inre punkt till f. Lat

t T1 g1(%) f1(Z)
t=|:|,z=|:|.90=1] : | . f@=| -

ty Tp 9p <t> fm <f)

Vi tittar pa ett av elementen av f, f; : RP — R. Da far vi en flervariabelfunktion som &r skaldrvird istillet
for vektorvard

(fog)i(t) = fi(g(®)-

Genom att sedan partiellt derivera med avsende pa en variabel ¢; ger kedjeregeln oss utrycket

a‘jj(f 0 9)(0) = V(50 22

Utrycket kan istéllet skrivas med vektorer som matrismultipliceras

991
Ot
_ [t of7 | A
A= {8321 8xJ : Kolonn j av g'(1).
99p

Rad i av ' (3(1)) ot;

Vi ser hiir att de tva vektorerna ér rad eller kolonnvektorer av Funktionalmatrisen for f oG respektive g. Vi
har endast tittat pa ett element av f, men med detta utryck kan vi kombinera alla element fér att skapa en
formel for derivatan av f og. Vi far da av matrismultiplikation utrycket



7 Implicita funktionssatsen i n variabler

Lat F : R® — R vara en C'-funktion och punkten @ € R™ vara en punkt pa niva(hyper)kurvan F(z) = C.

Om
oF

8$k

40 (21)

s& finns en 6ppen omgivning U av @ sa att restriktionen av nivakurvan till U implicit definierar en C'-funktion
fe i R™™1 — R som ger @ = fo(@1, .o Th—1, Tt 1, 5 Tn).

7.1 Exempel

Med hjalp av implicita funktionssatsen kan vi till exempel visa att nivakurvan i 2 variabler F'(z,y) = 1 dar
F(z,y) = e¥ — zcos(y) entydigt definierar en funktion y = f(z) kring punkten (0, 0).

For att y = f(z) ska existera kring (0,0) méaste punkten vara pa nivakurvan vilket kontrolleras genom
inséttning i F(x,y)

F(0,0) = e® — 0cos(0) = 1. (22)
villkoret
or
dy
kontrolleras ocksa genom inséttning
oF
8—y(0,0) =e’ +0sin(0) =1#0

= enligt implicita funktionssatsen att y = f(x) existerar vid (0,0).
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