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2 Taylors formel

Taylors formel i flera variabler &r en utvidgning av Taylors formel i en variabel.
Funktionen skrivs som ett polynom och en restterm.

f(a + h) = Pk(a, h) + Q/H_l(a, h)
Lat D vara omgivningen kring x=a.
f e C*(D)

In en variabel far man formeln

k .
7 f(ﬂ)(a) i
(k+1)
Qr+1(a,h) = f(k T ig)};)hkﬂ,

dér &, € [a — |h], a + |h|] Resttermens exakta form dr vanligtvis inte intressant,
utan det intressanta dr att den har egenskapen

Qi1 = O(RFHY).



Idén med utvidgningen till fler variabler &r att géra en endimensionell omskrivning
av funktionen f. Lat f: R? — R dér vi vill utveckla kring (a,b) C D C R2.

fec*(D)
Fixera tva tal hy och hs.
F(t) = f(a +thy,b+ thg)

Vi vill Taylorutveckla F' kring ¢t = 0. Antag ¢t > 0.
k

FW(o i F+1) (g,
PO =3 S

for nagot & € (0,t) Vi vill uttrycka derivatorna av F uttryckt med partiella
derivator av f. Vi anvénder kedjeregeln.

Jj=0

d d 0 0

F/ (t) = f; (a+th1, b+th2) —_ (a+th1)+f;} (a+th1, b+th2) —_ (b+th2) = (hl 7+h2 —)f(a+th1, b+th2)
dt dt or oy

Observera att relationen mellan F” och f dr samma som mellan F' och f. Denna

relation kan anvandas iterativt for att fa hogre derivator av F'.

) o o ..
FO(t) = (hy == + hg =) thy, b+ th
(t)=( 16x+ 28y> fla+thy,b+ thy)
Minns att hy och ho &r fixerade. Det innebér att de ar konstanter. Att f €
C*+1(D) innebir att 8% och 3% kommuterar enligt Clairouts sats.
Nu kan binomialsatsen anvéndas for att utveckla parentesen generellt och

skriva det som en summa.

J . i
4 i j—i0 fla+thy,b+th
FO(t) = § : (Z)hﬂlé f( axia;jﬂ‘ 2)
=0

Med vektornotation kan man skriva detta mer kortfattat. Lat a = (a,b),
h = (h1,h2) och V = (£, &)

0 0
hi— +ha— =h-
190 + 28y v
Detta innebar att . 4
FOt) = (h- V)9 f(a+th).

Néar man anviander Taylors formel far man till slut
" (h- V)

Flat )= F(1) =3 S fla) +

(h . V)k+1
(k+1)!

f(&)
§=0
dar &, &r en vektor pa striackan mellan a och a + h.
Den grafiska tolkningen for utvidgningmetoden &r att vi Taylorutveklar lings
en linje som specificeras av hy och hy som passerar genom a. hy och hy kan véljas
for att skapa varje linje i planet. Parametriseringen for linjen &r

r=a+th y =0b+ the.



3 Unders6kning av lokala extrema

En lokal extrempunkt fér en funktion f : R™ — R &r antingen ett lokalt
maximum eller minimum. For ett maximum sa géller det att f har ett lokalt
maximum i @ € R™ om det finns en omgivining Q av @ sa att f(Z) < f(a),VZ €
Q. Om @ dr ett minimum géller istiillet f(Z) > f(a),VZ € Q. For stringa lokala
maximum och minimum ersétts < och > med < och >, och méngden &ndras
till VZ € 2\ {@} , annars definieras de pa samma sitt. En lokal extrempunkt &r
alltsa en lokal max- eller minpunkt.

Om f(Z) har en lokal extrempunkt i en inre punkt @ i definitionsméingden
och f &r partiellt deriverbar i @ sa #r Vf(a@) = 0. Det vill siiga att de partiella
derivatorna av grad ett i @ dr 0. Viktigt att notera ar att omvéndningen inte
giller. Ar Vf(a) = 0, s& kallas @ en stationir punkt, vilket inte nédvindigtvis
ar en extrempunkt.

For att studera stationéira punkter och ta reda pa deras deras klassificering,
dr Taylorutvecklingen till god hjilp. Antag att vi har en funktion f : R? — R

med en stationdr punkt i @ = (det fungerar ocksa i fler dimensioner, men

a
b
da ser Taylorpolynomet annorlunda ut). Taylorutveckling till grad tva leder till

Flathb+k) — fla+b) = %(Ahz + 2Bk + Ck2) + O] m 1)

dir A = f.(@), B = f,(@) och C = f (@), da Vf(a) = 0 i stationiira

- Jxx Ty

punkter. Tecknet pa f(a+ h,b+ k) — f(a+b) for sma [ﬂ avgor den stationira
punktens klassificering. Lat Q(h, k) = Ah?4+2Bhk+Ck?. Q(h, k) ir da O(|| {Z} %)

och dominerar oftast O(|| {Z} |?)-termen.

Tecknet pa Q(h, k) kommer alltsa avgora klassificeringen av den stationéra
punkten, och Q(Z) kallas kvadratisk form. En kvadratisk form Q(&) &r:
e Positivt definit om Q(F) > 0,VZ # 0 (positivt semidefinit om Q(&) > 0).
Ar Q) positivt definit dr @ striangt lokalt minimum.
e Negativt definit om Q(7) < 0,VZ # 0 (negativt semidefinit om Q(Z) < 0).
Ar @ negativt definit &r @ strangt lokalt maximum.

e Indefinit om Q(#) antar bada positiva och negativa viirden. Ar Q indefinit
ar @ en sadelpunkt.

Ar @ semidefinit sa maste Taylorutvecklingen forlingas, det séiger inget om
den stationira punktens klassificering.
Klassificeringen for en stationdr punkt kan ocksa bestdmmas med hjilp av

"o " =
matriser. Lat M = < ?,I(: é; ”,”,?/E: g;) i punkten @, och h = {Z] Det kan

.. . . Iyn( . yy o .. o . .
utokas och giller i fler dimensioner ocksa. M &r da en symmetrisk n x n-matris



med de partiella derivatorna i @ av grad tva enligt monstret for tva dimensioner,
och h € R™, och Q(h) = hT Mh. Egenvirdena ér rétterna till den karaktéristiska

ekvationen det(M — A1) = 0. D& &r Q(h) = hT Mh

Positivt definit om alla egenvirden &r positiva.

Negativt definit om alla egenvirden &r negativa.
e Indefinit om M har bade positiva och negativa egenvirden.
e Semidefinit om nagot egenvérde &r 0.

I specialfallet tva dimensioner kan matrisformuleringen forenklas till att om
det(M) = AC — B?

e >0och A > 0sair Q(Z) positivt definit.
e >0och A <0 saér Q%) negativt definit.
o < 0sadr Q(Z) indefinit.

e =0 sa dr Q(Z) semidefinit.

Klassificeringen av den stationira punkten @ avgors precis pa samma séitt
som tidigare av sorten pa () dven med matrismetoderna.

4 Vektorvarda funktioner

Enklare formen av en vektorvird funktion:
f:R—>R?
Som skrivs:
f(.’L') = (fl(x)7 ) fp(x))v
dér varje f; ar en skaldrvéird funktion av 1 variabel.
Om vi istéallet kollar pa en vektorvérd funktion av foljande form:
f:R" > RP
Som skrivs:

f(w) = (f1($)7--~7fp(33)),

dér @ = [z1, ..., x,] och f; &r en skaldrvird funktion av n variabler. Denna typen
av vektorvirda funktioner &r véldigt anvindbara och speciellt anvéndbart &r
specialfallet da p = n som anvéinds bl.a vid koordinatbyten.

Differentierbarhet for en vektorvird funktion i a := [ay,...,a,]T giller om
och endast om f;(x) ér differentierbar i punkten a, Vi = 1, ..., p.
Om detta géller gar det att linjarisera funnktionen pa foljande form:
dpi - R™ = R, sa att
fila+h) = fi(a) + Vfi(a)h + |[h][pi(h),
dir p;(h) = 0dah —0



5 Funktionalmatris och funktionaldeterminant

Funktionalmatrisen definieras som

Of1 9f1 9f1

2 2 2

M Oxq Oxo o Oz,
Ofm — Ofm Ofm

oz Oxo Oz

dér f &r en vektorvard funktion fran R™ till R™ och & € R™. Med funktionalmatrisen

far man en komplett bild 6ver f:s beroende med avseende pa alla variabler,

varfor den ibland kallas derivatan av f. En annan mer kompakt form av funktionalmatrisen
ar

i
o) _|Vf
\

P4 denna form askadliggors det att radvektorerna i funktionalmatrisen &r V f71.
Gradienten maste transponeras sa att den blir en radvektor istillet for en
kolonnvektor. Pa liknande sétt utgor kolonnvektorer den partiella derivatan av
f med avseende pa nagot x;. En fordel med ovanstaende skrivsitt dr att det
gar smidigare att skriva kedjeregeln av f, fran R™ till R™, pa g, fran RP till R™,
om x = g(t) for t € RP

V[Vl
fog) |Vf| |V (1)
at) ST
Vinl [Von

Riktigheten i uttrycket kan lidtt kontrolleras genom att jamfora exempelvis
forsta elementet i V.LL med den ”vanliga”kedjeregeln i flervariabeln nér f inte
ar vektorvard.

Funktionaldeterminanten &r helt enkelt determinanten av funktionalmatrisen
och skrivs pa liknande sétt som for funktionalen fast med d istéllet for 0

o6 Of1 ofr
g?l 231]32 %ﬂ;n
gJj2 gJj2 YJj2
det(ia(f)) = L(‘f) = | 0z1 Oxy T Omy |,
6.f7YL 6f"72 8f”7l
ox1 Oxa O0xn,

Eftersom determinanten ar distributiv géller det fran ekvation att




6 Linjarisering och kedjregeln i allméinhet

Linjarisering for en funktion fran R™ till RP. Linjérisering kan ses som en
taylorutveckling utan resttermen.
Formeln for linjarisering &r:

fla+h) = f(a)+ f (a)h+||h||p(h) (2)

Kravet pa p ar att ndr h gar mot 0 sa kommer p ga mot 0. For sjdlva
linjérisering &r hela formeln férutom den sista termen.
Relevant_notation:

a1 h1 T fi(z) p1(h)
e R S R W PR R OR
an hn Tn fp(a’) pp(h)

Vi har redan sett kedjeregeln &r flera variabler men med olika begrénsningar.
Den allménna kedjeregeln for flervariabler.

Kedjeregeln i allméinhet mellan tva funktioner g: R™ till RP och f RP till R™.
Det antars att bada funktionerna dr deriverbara en gang. Vi antar ocksa att det
finns en baspunk t som tillhor R™ vilket &r en inrepunkt till definitionsméngden
till g och g(t) &r inre punkt till definitionsméngden till f.

Komponenterna till sammanséttningen av f o g ges av:

(fog)i(t) = filg(t))

Dér f; 4r en funktion RP till R vilket later oss anvéinda den mindre generella
kedjeregeln som &r kénd.

991
90 s v 09®t)  ran  en | Y
5 2900 = VA(a(e)" T = |85 .. 3] -
oty

Detta ger rad i och kolonn j funktionalsmatrisen till ssammanséttningen (f o
g) (t). Liggs nu det hiir ihop for ¢ och j ger den allménna formeln for kedjeregeln.

(fog)(t)=F(g(t) g ()

Vilket ar likt kedjeregeln for en variabel men skillnaden &r att istéllet for
funktioner och tal/variabler anvénds vektorer av funktioner och vektorer av
tal/variabler.

7 Implicita funktionssatsen

Inversa funktionssatsen



Laty = f(x) : R® — R" vara C!. Lat #iven a vara en punkt i f:s definitionsméngd,
sddan att det(f'(a)) # 0. Da har a och f(a) varsin 6ppen omgivning U och V/
sa att
fF: U=V

ar bijektiv och dess invers,
7 v-vu
ar CL.
OBS! det(f'(a)) # 0 Va € R™ medfor ej att f dr bijektiv i hela R™. Snarare
medfor det att varje R™-punkt har en omgivning déir bijektivitet rader.

Betrakta ekvationen y? + zln(y) = 0 d& « > 0. Vi kan omdjligen 16sa ut
vad y dr beroende pa x, d.v.s. vi kan ¢j skriva y = kind funktion(x), men y kan
dnda ses som en funktion av . Ty grafen nedan visar att for varje z-vérde finns
ett och endast ett y-virde. Det dr detta som menas med en implicit funktion.

y 2 Flz,y)y=y" +zln(y) =0
1
g I 5 3 1 5 6 7 8 9
X
-1
Figur 1:

Foljande sats dr anvindbar i sammanhang som dessa.
Implicita funktionssatsen

Lat F(x,y) vara en C!'-funktion och (a,b) vara en punkt pd nivikurvan
F(z,y) =k, k € R. Om

F,(a,b) #0

s& finns en 6ppen omgivning U till (a,b) dir inskrdnkningen av nivakurvan till
U implicit definierar en C!-funktion y = f(z). For denna giller att

df _ Fle, f(2)
do = Fya f@)

Om vi aterviinder till fallet ovan med F(z,y) = 3% + xIn(y) och k = 0,
men avskaffar x > 0, ser vi i bilden nedan att bade punkt A och B har en
omgivning (inom svart) didr y #r en funktion av z. Men i punkten C saknas
sadan omgivning ty sa fort vi ror oss det minsta at vénster antar y tva skilda
virden, for varje z. Detta beror pa att gradienten i C' dr vagrit. Att gradienten
ar parallell med z-axeln betyder att dess y-komponent ar 0, d.v.s.



Fy(C)=0, iVF(C) = (F,(C),F,(C)).

Detta bryter mot antagandet i satsen.

Flz,y) =y +zlnly) =0

2 VF(A)

Figur 2:

Implicita funktionssatsen giller dven om F = F(y, 1, xa, ...z, ) och man vill
se y som en funktion y(z1, ...z, ). P4 mest allmén form blir satsen som foljande.

Lat F : R**™ — R"™ vara C!. Lat dven (a,b) € R” x R™ uppfylla

F(x,t) =C zeR",teR™

x=a, t=b

d(F)
samt att ——-
d(x) (a,b)

f:R™ — R" som &r C!, sddan att & = f(¢) i en omgivning av (a, b).

# 0. Da definierar ekvationen F(x,t) = C en funktion
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