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Uppgift 2.34

Betrakta funktionen f(z,y) = zysinz i punkten (7/2,1).
a) I vilken riktning vixer f snabbast? Hur stor &r tillvixten i denna riktning?
b) Berikna riktningsderivatan av f i riktningen (—3,4).
¢) Bestdm tangentplanet till ytan z = f(z,y) i den punkt pa ytan dir x = 7/2 och y = 1.

Losning a)
En funktion vixer snabbast i gradientens riktning.
Gradienten V f ar en vektor av de partiella derivatorna, dvs.
af of
V=5,
/ ((h’ 8y) ’

sa lat oss berdkna de partiella derivatorna. For z-derivatan far vi anvénda produktregeln,

—— =ysinx + xycosx,

ox

medan for y-derivatan dr det enklare,

of :
— =uzsinx
oy ’
eftersom funktionen bara ar y ganger en konstant.

Gradienten ar saledes
Vf=(ysinx 4+ zycosx,rsinz).

Riktningen som f véxer snabbast i ar alltsa

Vi(r/2,1) = (1 sin(7/2) + g 1 cos(n/2), g sin(ﬂ/2)> — (1, g) .

Tillvixten ges av |V f(7/2,1)] = /1 + (%)2
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Lésning b)

Riktningsderivatan i allménhet i riktning ' ges av

v
fi=Vf —=. (6)
|V
I vart fall har vi alltsa - -
A (S P AL @
2 (—3)2 + 42 5

Losning c)
Funktionsvérdet zg = f(zo,yo) i punkten &r f(7/2,1) = 7 -1-sin(7/2) = §

Tangentplanet ges av

z— 20 = [y(x0,90)(x — x0) + £, (0, %0) (¥ — Yo),

7r T T
:2—521-<x—§>—|—§(y—1), (8)
= z=x+ Ey -z
2 2’
Extra
Om x = e°cost,y = e*sint och f(x,y) = f(x(s,t),y(s,t)) ir en C*-funktion, visa att
*f  *f 2 *f  f
052+8t2_($+y) 32+8y (9)

Losning
Varning for rorig uppgift!
Nagra samband vi kommer att anvdnda mycket dr derivatorna av x, y m.a.p. s, t, sa lat oss berékna

dessa nu,

Ox 0 Ox 0
— =e’cost =z —y:essint:y, — = —e’sint = —y, Y _ ¢ cost = z. (10)

0s " Os ot ot

Lat oss nu beréikna forsta derivatan av f m.a.p. s. For att gora detta anvénder vi kedjeregeln och

far
of _ofox  Ofdy _ af of
ds Oz ds oy oy Os T or +y8y' (11)

For att sedan berédkna andraderivatan far vi forst anvénda oss av produktregeln,

62_f_2g 0 6f+g 8x8f+ 88f+8y8f+ o0 of
952 0sds  0s \" oz y@y 9s 0r | " 0sdx | Os dy 4y dy
of o0 of of 0 of
o “osor Yoy TVasay

och sedan kedjeregeln pa uttrycken

D0f _@fos 0ofoy_ O 00f »
dsdxr  0x20s  Oydxrds = Ox? y@y ox

2



och
2 2
00f _00fox foy_ 00f O (14)

dsdy Orxdyds Oy 0ds Tor oy y(?y?'
Alltsa har vi att

o*f  of 2f 9 of of o of Of
@”%”(ﬂ%*%%)”a_y*y(%a_y*ya_y?) (15)
—mg+m282_f gﬁ—l— %_‘_x 3%+ 2@
e T o2 T o0 Yoy TWaray TV a2

Lat oss nu berdkna forsta derivatan av f m.a.p. t. For att gora detta anvéander vi, liksom tidigare,

kedjeregeln och far
of _0f0x  0f0dy 8f+ of (16)

o ozot oyor . Yor oy

For att sedan beréikna andraderivatan far vi forst, liksom tidigare, anvéinda oss av produktregeln,

o°f _00f o ( of Of\__oyof  00f 0xzdf 090f
a2 atot o\ Yor Tay)” “otor Yotor  dtoy oty a7
__of _oof  of 00f

Yor Yoror Yoy T Tatay

och sedan kedjeregeln pa uttrycken

90f &for 00fdy _ Of  00f (18)
dtor  0x2 ot  oyorot  Yoxr ! “oyor

och

00f _00fox Ofdy  00f Of (19)
9ioy  oroy ot oot Jordy oy

Alltsa har vi att

oz~ o Y\ Yoz "oy ) Yoy Yoroy " o2 20)
2 2

oz Y Bu2 yay Ox Ay oz Oy oy?’
Nu sétter vi samman dessa uttryck och far
2 2 0 2 0 0 0

&S 8f_/31/ 00f 99 | 9 ﬁfﬂ’ ,0°f
0s? + oz~ or e ox? + oy y Ox +y8y Ty x Oy +y 0y?

0 0 0 0

5z Y o2 Y y Ox oy x Oy 0y? (21)
WO 0P 0% 0*f

2
7 Oa? +y oy? Ty 8x2+x oy?

o? 0?
= (" + %) <8_xé + a—y];)

vilket skulle bevisas.



Uppgift 2.62b

Taylorutveckla funktionen
flay)=v1+z+y (22)

kring (1,0) t.o.m. andragradstermer.

Losning
Taylors formel till andra ordningen i tva variabler ges av
1
fla+h,b+k) = f(a,b)+ fi(a,b)h+ f,(a,b)k + 3 (fr(a,b)h® + 27 (a,b)hk + [ (a,b)k?) . (23)

Lat oss berakna de partiella derivatorna,

of of 1 PfPf 9o 1

or Oy 2/T+tzty 022 0y 0xdy  A(l+z+y)32 (24)
I punkten (1,0) &r dessa lika med
FUL0) = [(L0) = o wesp. FA(L0) = [4(1.0) = [ (L0) = s =~ (25)
22 y vy 4 . 93/2 8v/2
Taylorutvecklingen &r alltsa
f(1+h,k:)zﬂ+$(h+k>—ﬁ(fﬂ+2hk+k2). (26)
Uppgift 2.67
Bestam alla lokala extrempunkter till
f(z,y) = 2°y* + 2Tzy + 27y. (27)
Losning
For alla stationéra punkter giller att gradienten &r noll, dvs.
V= (327 + 2Ty, 22% + 272 +27) =0 (28)
vilket ger oss ekvationerna
3%y + 27y = 0, (29a)
22y + 272 4+ 27 = 0. (29b)
Om y = 0 ger Ekvation (29b)) att
2x+27=0 = (z,y)=(-1,0). (30)
Om y # 0 kan vi dividera Ekvation med y, sa far vi
3%y +27T=0 — y:—%. (31)

Lat oss nu stoppa in detta y-vérde i Ekvation (29b)) sa far vi
9
— 22 = 4270427 = —18x+ 272 +27T=92+27=0 — =z=-3 = y=-1 (32
x
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De enda tva stationéra punkterna &r alltsa (—1,0) och (—3,—1).

Men en stationédr punkt dr inte nodvandigtvis en extrempunkt! For att avgéra om en punkt &r en
extrempunkt eller en sadelpunkt, kan vi studera den kvadratiska formen

Q(h, k) = Ah? + 2Bhk + Ck? (33)

dér
A= fr(a,0), B=fy(ab), C=f (a,b). (34)
Da finns det 3 fall som kan uppsta:
o AC — B? = 0: @ 4r semidefinit = vidare analys behovs.
o AC — B? < 0: Q &r indefinit = sadelpunkt.
o AC — B? > 0: Q ir definit = Maximum om A < 0, minimum om A > 0.
For var funktion har vi
_ 2 a2 _ 9.3
fow =62y”,  fi, =627y +27, f) =22°. (35)
I punkten (—1,0) far vi alltsa
A=0, B=27, C=-2 (36)

Da har vi alltsa att AC — B? < 0 sa Q &r indefinit. Punkten &r alltsa en sadelpunkt.
I punkten (—3,—1) far vi ddremot
A=—-18, B=-54+27=-27. C = —b4 (37)

Nu har vi alltsa att AC — B? = 972 — 729 > 0 och A < 0 sa Q &r negativt definit. Punkten &r
alltsa ett lokalt maximum.

Uppgift 2.70
Funktionen f : R3 — R definieras genom

fla,y, 2) = (x+ 2y + yz)e”. (38)
Ange alla stationéra punkter till f. Har f nagon lokal extrempunkt?

Losning

For alla stationdra punkter géller att gradienten &r noll. Lat oss berdkna de partiella derivatorna,

0

a—£ =(1+4+ye"+(r+ay+tyz)e"=1+zx+y+axy+yz)e’, (39a)
of .

- (x + 2)e”, (39Db)
of -

E = ye . (39C)

Vi kan snabbt notera att Ekvation (39¢|) endast &r noll da y = 0.

Vidare kan vi notera att Ekvation (39b]) endast &r noll da z = —x.

>



Sist kan vi notera att Ekvation (39a)) endast &r noll da

l+z4+y+2y4+yz=0 = 1+2=0 = z=-1.

Alltsa finns det bara en stationar punkt, i (—1,0,1).

Ar det en extrempunkt eller sadelpunkt? Vi borjar med att finna andraderivatorna,

fo, =04y +1+z+y+ay+yz)e® =2+z+2y+zy+ yz)e”,

foy ="+ (x+2)e" = (1+2+2)e,

frn = ye",
=0,
fo. =¢",
fl.=0.

I den stationéra punkten vi undersoker ar de

-1 -1
f;:,x:e ) f:gy:e ) fglnlz:())
-1
fow =0, fy=¢", fL=0.

Lat oss nu studera den kvadratiska formen, som nu i 3 dimensioner ges av

2 2 2
Q(h,k,1) = fr.h? + 22 hk + 2f2 bl + fir k> + 20kl + fLLI12.

I var punkt evalueras detta till
Q(h, k,1) = e~ (h* + 2hk + 2kl) .

Vi ser att
Q(1,0,0) >0

medan exempelvis
Q(0,1,-1) < 0.

(40)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

() antar alltsa bade positiva och negativa virden =— (@ &r indefinit = punkten &r en

sadelpunkt (alltsa ej en extrempunkt).
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