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1 Clairouts sats

Om f:R?> = R, f € C?, i en omgivning (a,b) s& &r f//, (a,b) = f}/,(a,b). Denna
sats dr otroligt viktig eftersom det tillater oss att 16sa t.ex. andra ordningens
PDE sasom ex 27 s.89:
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8z~ ¢ 92 (1)
Med foljande variabelsubstitutioner:
u=x+ct
{ B (2)
v=x—ct

Hoppar man 6ver nagra steg kommer man tillslut fram till:

S AT T A
ou?  Oudv Ovdu Ov?  Ou?  Oudv Owdu  Ov?
Vilket pga. satsen blir

0% f
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Med detta i bakhuvudet kan vi borja kolla pa Taylorutvecklingar. Clairouts sats
kommer vara viktigt for flervariabelfallet.
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2 Taylors formel

2.1 Envariabelfallet

Paminnelse for envariabelfallet:
Lat D vara omgivning kring z = a, f € C**1(D) och h sa litet att [a — |h|,a +
|h]] C D sa giller:
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For nagot £ mellan a och a + h. Sa, Taylorapproximationen av grad 1 &r linja-
riseringen:

fla+h) = f(a) + f'(a)h + O(h?) (6)

Och approximationen av grad 2 ger:

I (@)
2

fla+h)=f(a)+ f(a)h+ +O(h?) (7)

Dir om punkten a &dr stationér, dvs. f'(a) = 0, ger detta att:

f"(a) >0 = z = alokalt minimum forf .
f"(a) <0 = z = a lokalt maximum forf . (8)
f"(a) =0 = kréver langre Taylorutveckling.

Med detta i atanke kan vi kolla pa flervariabelfallet och slutligen extrempunkter
for detta fall.

2.2 Flervariabelfallet

For Taylorutveckling i flera variabler bérjar vi med en funktion f : R? — R,
dér vi vill utveckla f(z,y) kring (a,b). Vi fixerar hy och hs och bildar en enva-
riabelfunktion(9).

F(t) = f(a+thy,b+the) (9)
Taylorutvecklingen kring ¢ = 0, antag ¢ > 0, lyder da:

ko mj , k+1
F(t) = ZO r j(!o) 7+ fk - S,) th+ e e (0,0) (10)

Vi uttrycker sedan derivatorna av F' uttryckt i partiella derivator av f, kedje-
regeln ger att

d d
F'(t) = f;(a+th1,b+th2)%(a+th1) +f;(a+th1,b+th2)£(b+th2) (11)

Vilket kan skrivas

0 0
hi— + ho— 12
(h1 o + g By)f (12)
dér x = a + thy,y = b+ the. Deriverar vi fler ganger far vi att derivatan av
ordning j ar:
0 0

Fi(0) = (b +ha o] (13)

Vilket sedan kan utvecklas med hjilp av binomialsatsen:



diar x = a + thy,y = b+ ths.
Mer kortfattat kan vilata @ = (}), h = (Z;) och V= (%)
Detta ger att

Vilket ger att

v ()M
S

(16)

Fér nagot & pa strickan mellan @ och @ 4+ h.

3 Lokala extrempunkter
En undersokning som kan goras av en funktion lokalt &r att finna sa kallade
lokala maximi- och minimipunkter.

Definition. f:R™ — R har lokalt maximum i @ om det existerar en omgivning
Q av @ sa att

f@) < f(@) (17)
(for lok. minimum, f(z) > f(a) ) .
Sats. Om @ &r ett lokalt minimum/maximum och f differentierbar i @, s& &r:
Vi@ =0. (18)
a kallas kritisk eller stationér punkt till f.

En kritisk punkt kan antingen vara ett lokalt minimum /maximum men &dven
en sé kallad sadelpunkt. For att klassificera typen kan Taylorpolynom anvéndas.
Studerar man specialfallet da f &r en funktion av tva variabler samt att f(a,b)
ar en stationédr punkt fas:

Fla+hb+k) — flab) = %(Ahz +2BhE + CKY) + O(hk)  (19)

dir A = f7,, B = f;,, och C = f7 . Vidare innebdr en stationér punkt att
forsta ordningens termer forsvinner. Néra (a,b) dominerar andra ordningens

termer och darmed kan resttermen forsummas.
Q(x,y) = Az® + 2Bxy + Cy? (20)

Genom att bestamma tecknet for @ kan den kritiska punktens karaktéar bestdm-
mas.



Definition. En kvadratisk form, Q(T), ar:

e Positivt definit om Q(T) > 0,VT #0 = minimipunkt

e Negativt definit om Q(Z) < 0,VT #0 = maximipunkt

e Indefinit om Q(T) antar bade positiva och negativa viirden = sadelpunkt
(Obs! semidefinit om > eller <)

@ kan dven beskrivas pa vektorform dér:

i< v-[3 4

och Q(h) = ETM h. (22)

Med hjdlp av matrisen u, som dven ér @’s sa kallade hessian, sa kan dess
tillhérande egenvirden berdknas. Genom att berdkna egenvirdena kan @’s tec-
ken, och vidare de stationdra punkternas karaktar, bestdmmas enligt foljande
sats:

Sats. Lat p vara en kvadratisk matris med tillhérande egenvirden Aq, ... \,.
Da ar

e Positivt definit om alla dess egenvérden ar storre dn 0
e Positivt definit om alla dess egenvirden dr mindre dn 0

e Indefinit om p har bade egenvéirden storre och mindre &n 0 .

4 Vektorvarda funktioner

4.1 Vektorvarda funktioner och funktionalmatriser

Definition. Ifall en funktion f : R» — R™ dér n,m € N och m > 1, kallas den
for en vektorvird funktion.

Definition. En vektorvird funktion f definieras som differentierbar i @ om och
endast om alla komponenter f;, dir j = 1,...,m, ar det.

Linjérisering av en vektorvird funktion innebér av linjarisering av alla kom-
ponenter j i f. Vi far

fi@+n) = f;(@ + V@ - h+ [l p;(h) (23)
dér p;j(h) = 0da h —0
Uttrycker vi f, i form av kolonnvektorer ger det
f1(@) ay hy p1(h)
f@=1 1 |a=|:|h=]:ph) =] : (24)
fm(a) an hn, pm (R)



En funktionalmatris bestar av en vektorviard funktions partiella derivator och

ser ut enligt féljande
afr o

oz to Oxp,

— . .

f@=1: : (25)
Ofm Ofm
Oxq Tt Ox .,

Vid specialfallet f : R® — R”, dir f ar differentierbar i @ € R”, bildar fs
partiella derivator en n x n funktionalmatris. Om determinanten da ar nollskild
blir funktionalmatrisen inverterbar. Det visar sig da att sjilva funktionen f
ocksa ar inverterbar i en omgivning kring a.

4.2 Kedjeregeln for sammansatta vektorvarda funktioner

Definition. Lat funktionerna g : R® — RP och f : R? — R™ vara sammansatta
samt differentierbara. Antag saledes att @ € R™ dr en inre punkt i D(g) och (@)

en inre punkt i D(f). Lat

t 1 91(7) fi(@)
t=|:|eRhz=|:|eRg)=| : | f@)= ; (26)

ty Tp 9p (E) fm (j)

Dé ges j komponenten av sammanséttningen fog av (fog);(f) = f;(g(?)).
Varje enskild komponent f; : RP — R och kedjeregelns tredje steg kan dérav
appliceras och ger

(eLef}

O = o oy 99()  Toy or,1 |

g Tom0) = V@0 5= 55 . 3] e
ot;

Dessa bildar rad j och kolonn i av funktionalmatrisen fér den sammansatta
funktionen. Upprepas detta for alla j fas den allménna formeln for kedjeregeln
(steg 4) enligt

(Fog)®=T7@®) 7 (28)
5 Inversa funktionssatsen och koordinatsystem

5.1 Inversa funktionssatsen
Definition. Lat f : R" — R™f € C1(D),a € D si att det (f (@) # 0. Da
finns det 6ppna omgivningar U kring @ och V kring f(a) s& att

f:U — V é&r bijektiv

?_1 :V = U #r en funktion av klassen C'!



5.2 Koordinatbyten

En viktig applicering av inversa funktionssatsen ar koordinatbyten. Ett koor-
dinatbyte, eller variabelbyte med andra ord, kan ses som ett specialfall av en
vektorvird funktion f:R™ — R™. Alltsa har det formen

(1, ey ) < (Y1, ey Yn)- (30)

De nya variablerna uttrycks i de gamla genom

Y1 = y1($17 7xn)

Yn = yn(xlv 7:6”)

For att koordinatsystemet skall vara anvindbart maste det kunna inverteras.

Inversa funktionssatsen ger att det dr mdjligt att invertera i en omgivning av a €
) s

R™ om det (f (@)) # 0. Detta kan, d& § = f(Z), skrivas som funktionalmatrisen

f/—l _ a(yh 7yn)
8(1’17 737”) .

Koordinatbytet fran 7 till ¥ ges da av

—1

=1 (@) (31)

6 Implicit givna funktioner

Enhetscirkeln kan beskrivas som nivakurvan till funktionen F(z,y) = 22 + 32
Fla,y) =2"+y° =1 (32)

Vi finner att det inte gar att beskriva kurvan med nagon funktionsgraf eftersom
varje x # 1,—1 motsvarar tva virden fér y. Ovriga delar av kurvan géar att
beskriva med funktionsgraferna

y=+1-—x2 (33)
fér 6vre halvan respektive
y=—v1-— a2 (34)

for nedre halvan. Om vi infér g1 (z) = z, g2(x) = y(z) kan vi i dessa punkter
beriakna tangentens riktning med hjélp av kedjeregeln.

1= F(z,y) = F(z,y(x)) = F(g1(), 92(z))

— 0= % = g—ig’l(ﬂc) + @gé(x) (35)
dy  F,
dr — Fj

Det dr hir tydligt att F, maste vara skilt fran 0. Detta formuleras i nésta sats.



Sats. Implicita Funktionssatsen

Lat F(z,y) vara en C* - funktion och (a, b) en punkt pa nivakurvan F(z,y) = C.
Om

Fj(a,b) #0 (36)

s& finns en 6ppen omgivning U av (a, b) sddan att restriktionen av nivakurvan till
U implicit definierar en C'-funktion y = f(z). Fér derivatan av denna funktion

géller
_ Bz, f(2))
Fy(x, f(z))

Satsen gar dven att generalisera for funktioner av flera variabler.

f'@) = (37)
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