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1 Differentierbarhet

Definition: Funktionen f dr deriverbar i a om limp_o w existerar (f'(a)). Om vi sétter p(h) =
limy, 0 w — f'(a) = f(a+h) = f(a)+ hf'(a) + hp(h) dir limy—0 p(h) — 0 da det finns inget krav
pa p(0). Detta innebér att funktionen f dr deriverbar om 3 en unik linje (tangent) i punkten a.

Differentierbarhet: Lat f vara definierad i méngden I med n variabler och @ vara en inre punkt i defini-

tionsméingden. Funktionen f #r differentierbar om konstanter Ay, ..., A, och en funktion p(h) finns sadana
att f(@d+ h) — f(@) = Aiha, ..., Anhy + |h|p(R) och lim;_, , p(h) = 0.

Anmirkning: Den unika linjen i definitionen for deriverbarhet mosvarar ett plan till en funktion med
tva variabler d.v.s en funktion f med tva variabler &r differentierbar i en punkt @ om det existerar ett
unikt plan (tangentplan) till punkten @. Foér funktioner med tre variabler motsvarar detta ett klot o.s.v.
De konstanta koefficienter i definitionen (Aj, ..., 4,) #r partiella derivatorna med avseende pa funktionens
variabler.

Figur 1: Figuren visar grafen till en funktion med tva variabler. Denna funktion &r differentierbar i punkten
A da det finns ett unikt plan till funktionen i denna punkt.

2 Riktningsderivator

Definition: Om det finns en normerad riktningsvektor ¢ € R™, dér ||0|| = 1, sa definierar vi riktningsderi-
vatan for en funktion f i riktningen o i punkten a enligt:

f(a) — fn F@ D)~ f(@)

v h—0 h

Tolkning: Ett sitt att tolka riktningderivatan dr att se det som ett matt pa fordndringen hos en funktion i
en valbar riktning, givet att man kan beskriva riktningen med en riktningsvektor.



Sats 1: Om f : R™ — R antas vara en differentierbar funktion i punkten @ och ¢ € R™, som &r en
normerad vektor med ||0|| = 1, s existerar det en riktningsderivata med utseendet:

fi(a) = Vi(a) - o.

Exempeluppgift 2.31: Berikna riktningsderivatan i riktningen (1,2,2) av funktkionen f(x,y,z) = zyz i
en godtyckligt punkt a = (x,y, z).

Losningsforslag: Beteckna vektorn v = (1,2,2). Normera dérefter vektorn genom att dela ursprungs-

vektorn med ldngden av vektorn v. Riktningsvektorn blir da v = % Gradienten av f(a) dr i sin tur

ekvivalent med (yz, xz, zy). I samband med sats 1 sa fas riktningsderivatan slutligen av f}(a) = szmﬁy)

3 Partiell derivata

Néar undersoker en reellvird funktion ar derivatan véisentlig. I samband med att vi introducerar flera variabler
maste vi utvidga begreppet derivata och anvéinda oss av den sa kallade partiella derivatan. Partiellan deriva-
tan beskriver en funktions utseende parallelt med kordinataxlarna. I praktiken beriknas partiella derivator
genom att man deriverar funktionen med avseende pa en variabel samtidigt som man betraktar évriga vari-
abler som konstanter. Samma prodecur upprepar man tills alla variabler har blivit deriverad med avseende
just pa den variabeln.

Definition: Antag att n >1 och @ € Dy, dir a &r en inre punkt i definitionsméngden Dy fér f. Antag
dérefter att f: R™ — R, och f = f(x1,...,z,). Om grinsvirdet:

i flathe;) - fa)

h—0 h

existerar sa &r f partiellt deriverbar just med avseende pa z; i punkten a. Vidare, om funktionen &r partiellt

deriverbar for alla 1 < i < n séger vi att f &r partiellt deriverbar i punkten a.

Exempel: Tar vi det tvadimensionella fallet nir f : R? — R och nér f dr definierad och kontinuerlig i hela
R? innebér det att de partiella derivatorna med avseende pa variablerna defineras som, eftersom vi befinner
oss i R?, enligt:

fla+h,b)— f(a,b)

! 7
Jo = Jimy h

. f(aab+k)_f(a7b)
r_
Ty = lim k '

4 Gradient

Tidigare har vi sett att de partiella derivatorna beskriver en funktions utseende parallellt med koordina-
taxlarna. Néar man tittar pa satsen for kedjeregeln och differentierbarhet antyder detta pa att de partiella
derivatorna tillsammans beskriver uppforandet av funktionen i andra riktningar, varfor begreppet gradient
infors.

Definition: For differentierbara funktioner f(z) = f(x1,...,x,), definierar vi gradienten av f i punkten
a som vektorn grad f(a) = Vf(a) = (f, ... f1. )

Gradienten av f(Z) dr en vektor i R™ bestaende av de partiella derivatorna for funktionen f. Funktio-
nen & —» grad f(Z) dr ett n-dimensionellt vektorfilt vilket gor att man geometriskt kan tolka gradienten i
lagdimensionella fall.



Exempel: Beriikna gradienten av f om f(x,y) = 2y? + 22y. Notera att f : R? — R och antag f #r differen-
tierbar.

Losning: Vi borjar med att beridkna de partiella derivatorna f. och f{} da vi befinner oss i R? for att
sedan kunna sammanstélla detta enligt definitionen for gradienten som en vektor av de partiella derivatorna.

fo = y*+2ay,
fy = 2y + 22,

Direfter sammanstéller vi dessa och for att da fa att Vf(z,y) = (y? + 22y, 22y + 22).

5 Kedjeregeln i flera variabler

I en variabel &r kedjeregeln for <t f(g(t)) = f'(g(t)) - ¢'(t) dér f och g &r funktioner fran R till R. Vi méste
generalisera utrycket for att kedjeregeln ska fungera i flera variabler. Vi tar tva funktioner g : R™ — RP och
f:R? — R™. Antag att bade f och g dr differentierbara funktioner och att det finns ett ¢ € R™ dér ¢ dr en
inre punkt till D(g) och g(t) dr en inre punkt till D(f). Generaliseringen gors i 4 steg for olika virden pa
n,p och m.

Stegl:n>1 p=1 m=1
Steg2:n=1 p=>21 m=1 1)
Stegd3:n>21 p=21 m=1
Stegd:n>1 p=21 m=>1

Om vi tittar pa steg 3 kommer vi fa att den sammansatta funktionen kommer vara f o g: R" — R. I detta
steg far vi att kedjeregeln ger:

0 . W 99 .
50/ 9(0) =V £9(®) - o, I L..,n, (2)
vilket alternativt kan skrivas som
Ou  Ou Oz, ou Oxp
o, oz, T on, 01, ®)

dér u = u(Z) och T = %(%).

6 Tillampning av partiella differentialekvationer

I foljande exempel visas hur kedjeregeln anvinds for att l6sa den partiella differentialekvationen.

Exempel: (Ovningsuppgift 2.25)
Partiella differentialekvationen (PDE) ér:

of f_
e T 3 zyf (4)
_ .2 2
Nya variabler : { B 337;-/;2; (5)
v=e

a) Skriv PDEm i (u,v)
b) Los PDE:n med bivillkoret f(0,y) = 3>

Losning: Vi borjar med att skriva f(x,y) = f(u(z,y),v(x,y)). Hir kan vi da tillimpa kedjeregeln for att



fa fram % samt %5' Vi borjar med att partialderivera funktionen f med avseende pa x. Enligt kedjeregeln

far vi:
o5 _0fou_ ofon
dr  Oudxr Ovdr

Vi kan utveckla vidare detta uttryck genom att erséitta % och % med de nya variabler” (ekvation 5) da

uttrycken betyder2 derivatan av u och v med avseende pa z. Derivatan av v och v med avseende pa x ar 2z
respektive —ze™* /2. Vid inséttning fas:

Pa samma sitt gar vi tillviga for derivatan av f med avseende pa y. Skillnaden hér ar att man ersétter g—;

och % med derivatan av u och v med avseende pa y, vilket dr 2y respektive 0. Med 0 menas att derivatan
av v med avseende pa y blir noll da variablen y inte forekommer i v. Darmed far vi uttrycket:

of _0fou  9fov  of _, of

dy  Oudy vy By You

Vi kan nu uttrycka dessa derivator enligt féljande:
o _ 2:13% - xe_xz/gg,

or T ou ov (6)
of ., of
@ = Qy%. (7)

Nu kan vi sétta in uttrycken 6 och 7 i den partiella differentialekvationen (ekvation 4), vilket ger oss:

Y (2waf — xe_$2/2af> — 2;vy6f fe Qxyg — xye‘””Qﬂg — 2xyaf f
U v

du v ou Y B ou "
_ye—290 _ o0 _ e O
& —zye 5 zyf < —e E® fe U@v I
Vi har alltsa f(u,v) = —v%. Om vi nu betraktar u som en konstant, sa kan vi skriva om uttrycket till en
separabel differentialekvation som gar att 16sa genom att integrera bada led:
df 1df 1 / 1 / 1
—v—=f=2-"=—%& [ Zdf=— [ —dv=1 =-1 C.
= r= = [ A= [ Sdv =) =) +

Eftersom vi betraktar « som en konstant, sa kan vi séitta integrationskonstanten C beroende pa u sa att vi
far In(f) = —In(v) + C(u). For att fa f ensamt i ett av leden sa hojer vi med e pa bada leden, alltsa:

1
In(f) = —In(v) + C(u) = f = ;eC(u).
Nu kan vi dopa e“(® till G(u). Alltsa har vi att f(u,v) = LG(u).

Nu inf6ér vi bivillkoret och sétter tillbaqu 2 och y in i funktionen, alltsa byter vi ut variablerna u och v
till det som star i ekvation 5: f(z,y) = e /2 - G(2* 4+ y?). Nu siitter vi in villkoret och far:

2
F0.9) =y =2 G0+y%) =y & G*) = >
Vi ser att G(t) = t, alltsa G(22 + y?) = 22 + y2. Dirmed har vi slutligen att

fla,y) =" (2 +42).



