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1 Dubbelintegraler: att integrera funktioner av
tva variabler

I en variabel gick det att se integralen av en funktion f(z) = y som arean med
tecken mellan grafen och x-axeln. I tva variabler kan vi istéllet likna integralen
av en funktionsyta f(z,y) med volymen den bildar (med tecken) mot xy-planet.

For att integrera en en funktion f(z,y) kan vi {érst observera den i xz-planet och
i yz-planet pa intervallen [a,b] respektive [c,d]. Vidare kan vi iaktta delintervallet
[x,x+dx] av funktionen i xz-planet. Det gar foljaktligen att se detta intervall av
hela funktionsytan i rummet som endast en kurva som gar parallellt med yz-
planet. Med denna insikt gar det att integrera kurvan som en envariabel funktion
over intervallet [c,d] for att fa tvérsnittsarean av volymen vi soker.

d
Arean(z) = / F (. y)dy 1)

Dérefter observerar vi arean i yz-planet med bredden dx i xz-planet, som vi kan
integrera ver intervallet [a,b] {6r att fa volymen.

Volymen = /j av — /: Arean(z)ds — /: ( /jm,y)dy) do

(2)

1.1 Trappfunktioner

For att en funktion skall ga att integreras i tva tvavariabler krdvs det likt i
envariabel att det gar att approximera den ovan- och underifran med trapp-



funktioner.
For att illustrera trappfunktionen i tvavariabler kan vi observera en axelparallell
rektangel i xy-planet som vi kan kalla A = {(z,y) e R? :a <2 < b,c <y < d}

Genom att dela in (dndligt manga ganger) A i mindre axelparallella rektanglar
A;; som har héjden y;41 — y; och bredden ;41 — x; kan vi beskriva volymen
en trappfunktion ®(z,y) bildar mot xy-planet. Indelningen ér gjord sadan att
®(z,y) har det konstanta vérdet ¢;; i A;;. Da ¢;; kan ses som hojden och (241 —
x;) * (Yyj+1 —y;) som basarean av riatblocket A;; och ®(x,y) bildar kan vi fa den
totala volymen genom att summera alla A;; i A och multiplicera med hojden.

Zcij (@1 — @) - (yj+1 - yj) (3)

Detta #r volymen av ®(z,y) dver A som vi vet kan skrivas som:

/ /A ®(z,y)dwdy. (4)

Vi sédger att en funktion f #r integrerbar om vi kan fa tva trappfunktioner &
och ¥, som uppfyller & < f < ¥, godtyckligt néra varnadra, genom att gora
indelningen tillrickligt fin.

1.2 Inspektion for att 16sa dubbelintegraler

En inledande teknik for att 16sa dubbelintegraler &ar inspektion. Att inspektera
en dubbelintegral dr ofta ett bra forsta steg for att 16sa en dubbelintegral da det
i praktiken kan gora utrdkningar betydligt ldttare. Det &r i huvudsak tre saker
som kan utnyttjas vid inspektion:

1. Utnyttja att dubbelintegral beskriver volym med tecken
2. Utnyttja symmetri
3. Utnyttja linearitet

Vidare i praktiken kan foljande iakttagelser goras:

e Integralen &r en linjdr operation och i R kan lineariteten uttryckas enligt
ekvation Bl

b b b
/ (af(x) + Bg(x))dz = a / f(x)dz + B / o(z)dx (5)

Dér o och 3 betraktas som konstanter. Motsvarande i R? kan lineariteten ut-
tryckas enligt ekvation [6]

//D(Oéf($ay)+ﬁg($ay))d$dy=Oé//Df(x,y)dxdy—kﬂ//l)g(z,y)dxdy (6)



e Nista iakttagelse ar att det ibland kan underldtta att dela upp integrations-
omradet i olika delomraden. Om D = Dy U Dy och Dy N D4 ér en nollméngd sa
kan dubbelintegralen delas upp enligt ekvation [7]

//D f(@,y)dzdy Z/D1 f(:c,y)dacdy—i—/D2 f(z,y)dzdy (7)

e Sista iakttagelsen dr att medelvirdet av f pa intervallet ¢ < z < b i R kan
uttryckas enligt ekvation [§

= |t (5)

Motsvarande i R? kan medelvirdet av f pa omradet D uttryckas enligt ekvation
9

ﬁ / /D f(a, y)dudy (9)

Dir (D) betecknar arean av D.

2 Upprepad integration: Fubinis sats

Vid berdkning av dubbelintegraler ar itererande integration ofta en metod som
anvédnds. En sats som beskriver detta &r Fubinis sats. Denna har delats upp i
tva delar diar den ena beror axelparallella rektanglar och den andra reguljéira
omraden.

2.1 Fubinis sats for axelparallella rektanglar

En axelparallell rektangel definieras pa foljande sétt:

Definition 1. Lit a,b,c,d € R dér a < b,c < d. Mingden A = {(x,y) € R? :
a<z<bc<y<d}=]a,b] x]cd] kallas en axelparallell rektangel i planet.

Fubinis sats for integration 6ver axelparallella rektanglar sdger da foljande:

Sats 1. Lat A = [a,b] X [¢,d] vara en azelparallell rektangel och f : A — R. Dd
galler att

//A f(z,y)dedy = /Cd (/abf(x,y)da:> dy = /ab </Cdf(a:,y)dy> dz  (10)

Alltsa kan dubbelintegralen skrivas som en itererande integral ddr man forst
integrerar med avseende pa den ena variabeln och sedan den andra. Vilken
variabel som forst integreras paverkar inte resultatet men kan ha betydelse fér
svarigheten av beridkningarna som krévs.



2.2 Fubinis sats for reguljira omraden
Ett reguljirt omrade definieras pa foljande sétt:

Definition 2. Lat D C R? vara en kompakt mingd. D sigs vara ett reguljart
omrade i x-led om D kan delas upp i dndligt manga delomraden Dx, ..., D,,, dir
D; har formen D; = {(z,y) : a; <z < b;,aq(x) <y < Bi(2)} dir a(z);, Bi(z) €
C! och a; < B;Vz € [a,b]. Reguljiirt omrade i y-led definieras analogt. Om ett
omrade &r reguljirt bade i y-led och x-led kallas det reguljért.

Fubinis sats for reguljira omraden siger da foljande:

Sats 2. Lit D = {(z,y) : a < z < b,a(z) <y < B(x)}, a(z),B(x) € C* och
f D —R. Da gdller att

//D f(x,y)dedy = /ab (/(j:) f(x,y)dy) dz. (11)

3 Variabelbyten

I envariabelfallet utgors ett varibelbyte av en monoton funktion g som avbildar
ett intervall J pa ett intervall I. Om z = ¢(¢). Detta kan skrivas som

/ f()de = / Fa(t)]g ()t (12)
I J

Ett variabelbyte for dubbelintegraler genereras av en bijektiv avbilning i planet
fran ett omrade F i uv-planet till ett annat omrade D i xy-planet. En sadan
avbildning kan skrivas (z = g(u,v),y = h(u,v)) ; g,h € C*

Om man delar upp D i sma delar Dy motsvaras dessa av Ej som &r en upp-
delning av E. Lat da (xy,yx) vara en punkt i Ej. Funktionaldeterminanten av
u och v betecknas J(u,v). Eftersom att funktionaldeterminaten avbildar E pa
D genom variabelbytet erhalls det ungefirliga areaforéindringen motsvarande
|J(u, v)|. Detta medfor att arean p(Dy) ungefér motsvaras av |J (ug, v)| p(Ex)
. Déarmed géller att

D f () w(Di) = Y fg(un, vr), hlug, vp)) | (wg, o) p(By) - (13)
k

Bade vénster och hoger led dr en Riemannsumma och nér indelningen gors
tillrackligt liten leder det till likhet mellan leden. Da giller alltsa

//D f(z,y) dzedy = //E f(g(u,v), h(u,v))|J(u,v)| dudv (14)

Detta sammanfattas i en sats.



Sats 3. Ldt z = g(u,v), y = h(u,v) vara en bijektiv C'-avbildning av ett éppet
begrdnsat kvadrerbart omrade E i uv-planet pa ett motsvarande omrade D i xy-
planet, sadan att J(u,v) #0 i E. Da dr

//D flz,y) dedy = //E f(g(u,v), h(u,v))|J(u,v)| dudv (15)

om funktionerna under integraltecknet dr integrerbara dver respektive omrade.

iy

4 Integration med hjilp av nivakurvor

Dubbelintegraler kan evalueras med hjilp av niva kurvor. Metoden beskrivs av
foljande sats.

Sats 4. Litg: R2 R e C, h:R = R e C° och D C R? vara en kompakt
och kvadrerbar mdngd. Antag att a < g(x,y) < bV(z,y) € D.

Lt Afu) = p({(z,y) € D : g(x,y) < u}).
Da giller att [[, h(g(x,y)) dedy = [ h(u)A’(u) du.

Foljande viktiga observationer kan ocksa goéras av satsen:
e Satsen kriver att integranden i fraga &r pa en speciell form.

e Satsen kriiver att A(u) kan beriiknas explicit, i syfte att kunna beriikna
Al(u).

e Satsen kan liknas vid Fubinis sats, men hér skérs istéllet lings nivakurvor.

5 Genereliserade integraler

En dubbelintegral f f p f(w,y)drdy &r en generaliserad integral om nagot av
foljande scenarion uppstar.

(i) D &r ett begrédnsat omrade, men f(x,y) dr obegrinsad pa D.
(ii) D &r ett obegrénsat omrade.

En observation att gora dr att en dubbelintegraler kan vara generaliserade pa
bada sétten samtidigt.

For att hantera generaliserade dubbelintegraler kan vi ordna en f6ljd av del-
omraden D,, C D, sa att D, - D da n — cc.

(i) I det forsta scenariot kan D,, fas genom att skiira bort mindre och mindre
delar av D kring de kritiska punkterna dér |f| — oo

(ii) I det andra scenariot kan D fas genom att ta med storre och storre be-
grinsade delomraden av det obegrinsade omradet D.



n—oo

Da f(x,y) > 0 beror gransvirdet I = lim // f(z,y) dz dy inte pa formen av
D

D,,. Observera att griansvéirdet I kan divergera.

Observera att om f vixlar tecken i D sa kan griansvirdet bero pa valet av D,,.

Detta hanteras genom att dela upp integranden f(z,y) i en positiv del och en
negativ del:

f(xay) = f+($,y) - f_(:c,y),
dér

+ _ ) f(zy) da f(z,y) 20

@y daf(my) <0
d (x’y)_{o di f(z,y) >0

Vi kan sedan integrera varje del for sig sa att

//Df(x’wdxdy://[)er(xvy)dxdy—//Df_(x,y)dacdy.
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