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Uppgift 3.9d

Bestam funktionalmatrisen till foéljande avbildningar:

Yo = 22122

Losning

Funktionalmatrisen av y = (y1,y2) ges av
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Uppgift 3.28

a) Visa att ytan e~ ! + zy + x — 2y = 0 gar genom punkten P : (0,1,1) och bestéim en ekvation

for tangentplanet i punkten.

b) Avgor om ytan kan framstéllas pa formen z = f(x,y) i en omgivning av punkten P.

Losning a)

Satt

fl@,y,2) ="+ 2y + 2 — 2¢°.

Eftersom

f0,1,1)=e""+1-14+40-2-1"=14+1+0-2=0

ligger P pa nivaytan f(z,y,z) = 0. For att finna tangentplanets normal berdknar vi

Vf= (1,2 —6y2,y+e'z’1)
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vilket i P &r

Da ar tangentplanets ekvation

Jolw = x0) + [y = yo) + f1(z — 20) = 0
(x—0)=5y—1)+2(2—-1)=0 = z-5y+22+3=0.

Lésning b)

Eftersom

%(0,1,1):27&0 (8)

sa foljer av implicita funktionssatsen att f(z,y,z) = 0 nédra P definierar z som en funktion av x
och y.

Uppgift 3.33

Visa att ytorna 22 —y* — 2% = —1 och 22 + 2y* + 322 = 6 i en omgivning av (1,1, 1) skéir varandra

langs en kurva. Bestdm ekvationen for tangenten i (1,1, 1) till kurvan.

Losning
Satt

{f(a:y, 2)=a% -y — 22+ 1, ©)

g(x,y,2) = 2% + 2y* + 322 — 6.

. d(f, 9) d(f, 9) d(f, 9) o : .
Om antingen ——= 0da (z,y,2) = (1,1,1) sa kan vi lokalt
ae.y) 7 " Az 7O Ay 700 ) = LY
parametrisera skdrningskurvan given av
g(x,y,2) =0

med z, x eller y som parameter. Lat oss undersoka en av dem,

d(y,2) |4y 62| —2y -6z — (—2z) - 4y = 8yz — 12yz = —dyz. (11)
I punkten (1,1, 1) har vi alltsa att
d
s R (12)
Y2 (1,1,1)

vilket innebéar att kurvan kan framstéllas med = som parameter. Vi kan alltsa sdtta

T =1,
y =y(t), (13)
z = z(t).

Da kan vi skriva vara funktioner som

f) = = () = 2(0) + 1,
{g(t) = t* 4 2y%(t) + 32%(t) — 6. (14)
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Tangenten kan skrivas pa parameterform

(1’; Y, Z) = (Ioa Yo, Zo) + t($lay17 21) (15)

dér (xo, Yo, 20) ar punkten (1,1, 1), eller nagon annan punkt pa tangenten, och (zq,y,21) ar en
vektor i tangentens riktning. Tangentens riktning ges av (2'(1),v'(1),2'(1)) = (1,y'(1), 2'(1)).

Vi soker alltsa y/(1), 2/(1). Genom implicit derivering fas att

{f'(t) = 2t — 2y(t)y' (1) — 22(1)2'(1), (16)

g'(t) =2t + 4y(t)y'(t) + 62()2'(t).

Lat oss nu anvéanda att (z,y, 2) = (¢,y(t), 2(t)) = (1,1, 1) i punkten, samt att (f’'(¢), ¢'(t)) = (0,0)
vilket vi vet fran villkoret i Ekvation (10]). Da far vi ekvationerna

2 —2y/(1) = 22/(1) = 0,

2+4y'(1)+62'(1)=0. (17)
Vi adderar den forsta ganger 2 till den andra och far
6+22/(1)=0 = 2'(1)=-3. (18)
Sedan kan vi anvinda detta i den forsta ekvationen, sa far vi
2-2y(1)—2-(-3)=2-2J/(1)+6=0 = '(1)=4. (19)
Alltsa kan tangenten beskrivas med ekvationen
(z,y,2) = (1,1,1) + (1,4, —3). (20)

Uppgift 6.16

Berékna
// :cydxdy (21)
1+y
dir D = {(z,y) :x >0,y > 0,22 + y* < 1}.

Losning
Hur ser omradet ut?
r>0,y>0 =  Forsta kvadranten.

2, 2 S , : (22)
r*+y°<1 = Omradet innanfér enhetscirkeln.

Lat oss skissal




Hur sétter vi gréanserna for integralerna?
Vi kan ej lata bade « och y ga fran 0 till 1, ty da far vi ett for stort omrade (en 1 x 1-kvadrat).

Vi skulle kunna &6verga till poldra koordinater, men héar funkar det utmérkt att uttrycka y-
granserna som en funktion av x.

Léangs kurvan har vi att y = +/1 — 22. Vi kan alltsa lata x ga fran 0 till 1 och y fran 0 till v/1 — 22.
Da far vi att integralen ges av

ded 1 V1—z2 d
//‘”“y / / YW g, (23)
(1+y?) / 1+y
-

Vi beriknar delintegralen & separat (for att spara plats). Notera att den dr mycket lik

d 1
dy1+y

) 2y
—(1+y?) "2y= TENTE (24)

sa vi slanger in lampliga konstanter och far

1—22 5
1 —2y dy 17 1 o 1 1
*:_5 / —22:_5{1 2] :—5(2 2—1). (25)
" (142 +y7 1o -z

Lat oss nu anvanda detta i I och vi far

z:_%/x<2_1x2_1> de. (26)

Denna integral kan vi dela upp i tva delintergraler,

1
/ T

9 _
0

1
1 1 oy 11 1 In2
dex:_g/ _x2 5[1n(2—x)]0:—5(1n1—1n2):—2 (27)
0

och

/xdx = [%xQI = % (28)

[:_1(1n_2_1>:1_1n2 (29)

Uppgift 6.21

Beriakna

// In(1+2*+y°) dedy (30)

D
dir D = {(z,y) : 1 <22 +y* < 2}.



Losning
Hur ser omradet ut?

?4+y*>1 = Omradet utanfor enhetscirkeln.

%+ y2 <2 = Omradet innanfor cirkel med radie /2.

Lat oss skissal

Hur sétter vi grénserna for integralerna?

Vi skulle kunna uttrycka grénserna i x och y genom att berdkna tva integraler, men det blir
jobbigt.

Hér passar det ddremot utmérkt med poldra koordinater!

I polédra koordinater {(r,0) : x = rcosf,y = rsinf} ges omradet enkelt av att lata r ga fran 1 till
V2 och 6 fran 0 till 27. Da far vi att integralen ges av

V2 2r

V2
[://ln(1+x2+y2) dxdy://1n(1+r2)rd9dr:27r/1n(1+r2)rdr. (32)
D 1 0

1
Notera den extra faktorn r som kommer fran att dody = rdf dr!

Vi kan nu anvianda variabelsubstitutionen

t=1+7r% dt=2rdr, r=1 = t=2, r=+v2 = t=3. (33)
Da far vi att ;
Izw/lntdtzﬂ[tlnt—t]z. (34)
2 )

Vi beridknar # separat,

2
Q:(31n3—3)—(21n2—2):ln27—1n4—1:lnz7—1, (35)

f:w<1n¥—1). (36)

och alltsa har vi att
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