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Uppgift 7.4

Berikna
zdrdydz
R R (1)
1+ 22+ 92
D
dar D = {(a:,y,z) cxt P42 <1, > \/ac2—|—y2}.

L6sning
Hur ser omradet ut?

2+ y2 +22<1 = Omradet innanfor enhetssfiren.

2
z>+\/x?+y?> =  Lite klurigare! Lat oss undersoka saken. 2)

For z < 0 finns det inga x,y som uppfyller andra olikheten.
For z = 0 uppfyller enbart (x,y) = (0,0) andra olikheten.

For z > 0 kan vi skriva om andra olikheten till 22 > 22 + 2. Vi far alltsa en cirkel i zy-planet
med radie z!

Likheten z = /x? + y? ger oss alltsa en upp-och-ner-vind kon med dess udd i origo, se Figur .
Olikheten ges oss alltsa alla punkter “innanfér” denna kon.
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Figur 1: De tva omradena.

Hur ska vi hitta ldmpliga granser for var integral da?

Eftersom omradet dr symmetriskt i z, y, kan vi n6ja oss med att studera omradet i xz-planet. Da
har vi att 22 + 22 < 1 och z > Va2 = |z].

\J m
22422 =1

Omradet kan alltsa i sfariska koordinater

x = rsinf cos ,

y = rsinfsin @, (3)
z =rcosb
beskrivas med grianserna
rel0,1, pelo,2r, Oe [o,ﬂ. (4)
Vi far da att var integral dr
1 % 2 1 7 2«
]_/// rcosf - r?sinfded dr _///T3cosesin6’d<,0d«9dr (5)
B 1 4 r2sin%(0) cos?(ip) + r2sin?(0) sin®(¢) 1 +r2sin?(0)
00 0 00 0

G16m inte faktorn 72 sin 6!

Vi kan nu notera att var integral saknar p-beroende. Vi kan alltsa reducera den till en dubbel-

integral,
1 =
[:27T//4r3cosesin9d9dr‘ (©)
00

1+ r2sin?(0)



Vidare kan vi notera att téljaren liknar derivatan (m.a.p. #) av ndmnaren, paminn er om sam-
bandet

d 1, f't)
—1In(f(t) = —=-f(t) = : 7
00 = g 10 = ©
Vi provar darfor att derivera In av ndmnaren,
d 2 ;2 1 2
— In(1+7r*sin*(f)) = ————— - 2r’sinf - cosb. (8)

do 1+ 72 sin*(0)

Genom att flytta runt konstanterna nagot kan vi alltsa berékna 6-integralen,

_ 7r/ / 2r2 cos @ sin 6 dé dr (9)

1+ r2sin(0)

S

*

Vi berdknar x separat,

* = [ln(l + % sin®(9)) ]::0 =In (1 + 7% sin? <%>) —In(1) =1In (1 + %TQ) . (10)

Vi har alltsa nu reducerat ned den sockta integralen till en envariabelintegral,

1 1 = 1—|—%r2 3
I:W/r-ln<1+§7“2) dr = dt = rdr :W/ln(t) dt. (11)
0 te1,3/2] !

Slutligen far vi alltsa att

I:w[tln(t)—t]f :W(;ln(;> —;—1ln(1)+1> - g (31n(§> —1>. (12)

Uppgift 7.15

Berakna

(13)

/RZ
dar r = /a2 + y? + 22

L6sning

Vi skulle kunna forsoka integrera med gréinserna i kartesiska koordinater, x,y, z € (—o0, 00), men
uppgiften uttryckligen skriker sfiariska koordinater, sa lat oss prova med dem! Vi far da

co m 27 oo by 27
I:// —/re_r/sinﬁ/&pd@dr
0 0 0
p (14)

/ e "dr- /31n9d9 /d(p
N N

J/ J/




Vi har nu brutit ned integralen i tre oberoende envariabelintegraler. Vi ser direkt att & = 2.
Integralen © &r ocksa ganska enkel,

@:[—COSH]Z:—COSW—(—COSO):2. (15)

Den bokigaste integralen &r . Om man &r bekant med II-funktionen (eller I'-funktionen) vet man
att svaret dr 1, men annars far man berikna det med partiell integration,

o0

& = [—re_’”];o — / —e "dr=0+ [_e—r]go =(-0)—(-1) = 1. (16)
0
Den sokta integralen ar alltsa

[=& -0 - &0=1-2-2r =4r. (17)

Volymen av en kropp

Volymen V' av en kropp i omrade D ges av

~ [[[ azayaz, (18)

vilket ni kan ténka som att om vi summerar alla sma volymer inuti D, utan att vikta dem med
nagon funktion (integranden), summerar de rimligen till den hela volymen.

Uppgift 8.7

Berédkna volymen av den kropp som begrinsas av olikheterna

0<2<10—a2®>—¢* 2+1—9y*>0, z+1y*—1<0. (19)

Losning
Vi kan skriva om och sidtta samman de tva senare olikheterna till
Y —1<z<1—y~% (20)

Utover att ge oss grianserna for x, ser vi ocksa i detta uttryck att y € [—1, 1].

f(y)

Den sokta volymen kan alltsa skrivas

1 1-y2 10—z —y>2

// / dzdxdy—// (10 — 2* — ) da dy

2

— /[(10_(1/)9;_%9;3}:_3/ dy—2/1<(10—y)(1—y2)—%(1—y2)3> dy.

-1

(21)

4



Integranden I’ kan vi forenkla nagot,

1 29 1
I'=10-10y" =" +y" = 2 (1 =3y" +3y" —yf) = = — 109" + 29",

Vi kan alltsa berdkna volymen att bli

3 391

29 10, 1, 29 10 1\ 536
3 3 21 o

0

Uppgift 8.31

a) Berékna volymen av den dndliga kropp K som begrinsas av ytorna

z2=2—2>—1y*> och z=1y>

b) Bestdm masscentrum Ty, Yme, Zme f0r kroppen K. Masscentrums koordinater ges av

B fffodxdydz
Fme = fffK dedydz’

Yme OCh 2y analogt.
Losning a)
Vi borjar med att identifiera omradet.

z=1y> = Eny=2%kurva, fast i yz-planet.

z=2-—12>—1y*> = Lite klurigare! Lat oss undersoka saken.

(22)

(25)

(26)

Eftersom sambandet dr symmetriskt i z,y, kan vi n6ja oss med att studera omradet i yz-planet.

D& har vi de tva sambanden z = 4% och z = 2 — 32,

Om vi skissar detta i 3 dimensioner, far vi alltsa nagot som liknar Figur



Figur 2: De tva ytorna.

Vi kan se att z € [y?,2 — 22 — y?], men hur hittar vi grinserna fér z och y?

Vi har att

2=2—x%—y? ) s e\,

2=y V2
vilket ar en ellips i xy-planet, som vi enkelt kan uttrycka i poldara koordinater,

x = V2pcosp,
y = psing, (28)
dz dy = v2pde dp.

Volymen kan alltsa berdknas enligt

2—a2—y?
V:/// dxdydz:// / dzdxdy:// (2—x2—2y2) dx dy
K S y2 S

= // (2 — 2p% cos®(p) — 2p”sin(p)) V2pdpdp = \/5// (20— 2p%) dpdp (29)

1
=212 {p2 — %p‘l} = 21V2 (1 — %) = V2.
0
Lésning b)

Vi kan egentligen direkt séga att xy,. = 0 och yy,. = 0, ty kroppen ligger symmetriskt runt z-axeln,
men lat oss visa det med berdkningar ocksal!



Vi berédknar téljaren till zp,.,

27w27y2
meV:///a:dxdde://x / dzdxdyz//x(?—x2—2y2) dx dy
S Y2 S

1 27
_//\/_pcosgo 2 — 2p% cos® () — 2p* sin®(p)) V2pdpdp
0 0

2w

/ osgodgp/ 2—2p4) dp = 0.
°

Analogt far vi for yp,. att

1

27
ymCV:///ydzdydz:...:\/§/Singpd¢/(2p2—2p4) dp = 0.
K

0 0
———
=0

For zy. far vi daremot

27x27y2

1 —x?e
szV—///zdxdde—// / zdzdxdy—ﬁ// [zz]; I dzx dy.
K S 2 s )

)
Lat oss berikna <> separat,
o= (2 . y2)2 —y* = [Konjugatregeln] = (2 — x2) (2 . 2y2) ,

sa vi har att
27

ZmcV = / (2 — 2p% cos®()) (2 — 2p% cos? (i) — 2p* sin®()) V2pdpdp
0

N —
O\H

2V/2

/ (1= p?cos®(9)) (1= p°) pdedp

/
2\/§/p1— /(1—pcos())dgpdp.

\ >
g

Io
Lat oss nu berékna I, separat,
2 2w
1 2
I, :27r—p2/6052(30) dg0:27r—p2/+6+((p)d<p:27r—7rp2.
0 0

Vi fortsdtter var berdkning,

(20 —3p° +p°) dp

ZmeV —2#\/_/ 1— 2— )dp:27r\/§

(31)

(33)

(34)

(35)

(36)

q>|c,o S— _

— 212 {p2—§p4+1ph—27r\/_(

342 5
= 2mV/2" " = V22
TLNG 6) ™2 "

6
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och alltsa att zp,. = 5/6.

Masscentrum ligger alltsa i (0,0,5/6).
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