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1 Foreldasning 1

Denna vecka pabérjade vi integraler av flervariabelfunktioner. En flervariabel-
funktion har inte enbart en derivata. Darfor har dessa funktioner inte heller en
uppenbar generalisering av en primitiv funktion.

1.1 Integral av en variabel

Vi borjar med att minnas integraler for en variabel. Fran envariabelanalysen
kénner vi till analysens fundamentalsats som beskriver bestdmda integraler for
envariabelfunktioner. Eftersom satsen ér baserad att det finns en primitiv funk-
tion till funktionen f Fungerar inte denna i flervariabelfallet.

b
F=f= [ 1@)=F® - F. 1

Vi tittar déarfor pa den informella tolkingen av integraler. Om f : R — R kan
en bestdmd integral ses som area med tecken. Alla ytor 6ver z-axeln har en
positiv area medan ytor under x-axeln har en negativ area. Detta innebér att
en symmetrisk funktion med lika stor area éver och under x-axeln kommer ha
en integral som &r lika med noll. Rigorost beskrivs integralen med Riemann-
summor, men pa grund av integralens egenskap att beskrivas som en area kan
vi informellt bestdmma integralen till en summa av rektanglar. Rektanglarna
har en infinitesimal bas, dx, och héjden f(z). Integralen dr summan av dessa
rektanglar 6ver ett visst intervall.

1.2 Dubbelintegral

Nu 6versétter vi var kunskap om envariabelintegraler till integraler for tva vari-
abler. Om f : R? — R ir kontinuerlig och vi later D C R vara en kompakt miingd
kan vi informellt beskriva integralen av f som volymen med tecken mellan grafen
z = f(x,y) och omradet D i zy-planet. Idén liknar den i envariabelfallet. D &r
ytan som integralen técker pa zy-planet och detta omrade delas in i rektanglar



med sidorna dz, dy. Hojden for varje delomrade #r funktionsvérdet f(z,y). Mul-
tiplicerar vi dessa kanter far vi volymen av ett riitblock dV = f(z,y)dxdy. For
den fullstédndiga integralen adderas volymen av varje rétblock for hela omradet
D. Aven for dubbelintegraler géller det att do samt dy &r infinitesimalt smé for
en korrekt uppskattning av integralen samt att alla volymer 6ver xy-planet &ar
positiva och de under &r negativa.

1.2.1 Beridkningstekniker

For att berdkna en integral av tva variabler finns det som sagt ingen generell
primitiv funktion som det gor for envariabelfallet. Darfor anvinder vi oss av
nagra olika tekniker. For det forsta kan vi anviinda oss av inspektion. Da kan
vi utnyttja att dubbelintegraler beskriver en volym med tecken. Vi kan &ven
utnyttja symmetrier i funktionen eller linearitet. Ett ytterligare sétt att berikna
dubbelintegraler ar med hjalp av Fubinis sats. Den innebér att vi kan rdkna en
dubbelintegral som tva envariabelintegraler. Vi kan &ven losa integraler med
variabelbyten samt nivakurvor.

1.2.2 Inspektion

Vi gar lite djupare in pa hur vi kan anvinda oss av inspektion. Har har vi tre
viktiga iakttagelser.
(i) Integralen &r en linjér operation.

/ab(af+ﬁg)dx:a/abfdx—kﬂ/abgdx

//D(af-kﬁg)dxdy:a//Dfdxdy—kﬂ//ngxdy

(ii) Vi kan dela upp omradet D i delomraden.
D=D1UDy,DiN Dy =2, (3)

//D fdxalyz/D1 fdxdy—&—/D2 fdxdy. (4)

(iii) Vi kan dven anvénda oss av medelvirdet pa integralen. I envariabelfallet
far vi medelvirdet av f pa a < z < b genom

vilket ger oss

b
ﬁ/a f(z)dz, dir (D) =b — a. (5)

I R? &r medelvirdet for f pa D

ﬁ / /D fdzdy, (6)

dir p(D) &r arean av D.



1.2.3 Fubinis sats

Fubinis sats dr som sagt ett sitt att dela upp en dubbelintegral i tva enkelin-
tegraler. Vi borjar med att definiera Fubinis sats for en axelparallell rektangel.
Definition: Lat a,b,c,d € R sa att a < b, ¢ < d. Méngden

A={(z,y) eR*la <z <bc<y<dl=][ab] X [c,d] (7

kallas en axelparallell rektangel och har sidorna b — a som &r parallell med
xz-axeln och d — ¢ som &r parallell med y axeln.

Sats: Lat A = [a,b] X [¢,d] vara en axelparallell rektangel och f: A — R
vara kontinuerlig. D& géller

//Af(x,y)dxdy—/Cd(/abf(:z:,y)d:v)dy—/ab(/cdf(:c,y)dy)d;v. (8)

Viktigt att veta om ekvationen &dr att i de inre integralerna betraktas den andra
variabeln som konstant. Nér x integreras dr y konstant och tvédrtom. Dessutom
spelar ordningen ingen roll, sa som ekvationen visar. Vi kommer alltsa fa samma
svar oavsett om vi integrerar 6ver x eller y forst. Daremot kan det vara avgorande
berdkningstekniskt da ena variabeln kan vara svar eller omojlig att integrera dver
forst. Sedan ar det viktigt att vara medveten om att vi vanligtvis inte skriver
med parenteser runt den inre integralen. Da ldser man inifran och ut for att
avgora vilken variabel som har vilka granser.

d b
| [ reisdpaca<nesy<d

d b
/ / f(z,y)dydr,c <z < da<y<b

2 Foreldasning 2

2.1 Fubinis sats for reguljira omraden

Som en forlingning av integralberikning i flera variabler av rektanguléra omraden
har vi Fubinis sats i reguljira omraden, dir reguljira omraden &r mer genera-
liserade omraden &n rektanguldra omraden. Den formella definitionen av ett
reguljart omrade i z-led &r att omradet D kan delas upp i dndligt manga del-
omraden, dir vardera delomrade har formen

D; = {(z,y) | a; <@ <bj,a(z) <y < fi(x)},

dér o;(z), Bi(z) € C* och ay(z) < Bi(x) ¥ x € [as, bi).

Definitionen av ett omrade som &ar reguljirt i y-led dr analogt. Ett omrade som
ar reguljért i z- och y-led kallas reguljért.



2.1.1 Sats 6.2.4 (5.246)

Om f ar kontinerlig pa en mangd D som ges av

{(@,y) [a <@ <balr) <y <p@)},

diro,feCloch f: D =R

b rB(x)
sa far vi // flz,y)dzdy = / / flz,y)dydz.
D a Ja(z)

Sats 6.2.4 ger oss mojligheten att rikna pa reguljara omraden. Om D ocksa kan
skrivas pa formen

{(z,y) | e <y <d,o(y) <z <P(y)}, didr p,1p € C* giller dven att

J[ s dzay = [ ' /@ Tj) F (e, y)dady.

Det dr vért att notera att resultatet blir detsamma oavsett om vi integrerar
med avseende pa z eller y forst. Viktigt dr ddremot att anvinda olika grénser
beroende pa vilken variabel som integreras forst. Dock kan en skillnad vara att
i vissa fall kan den ena variabeln medféra mera berdkningstekniska problem #n
den andra variabeln.

2.2 Nollméngder och kvadrerbara mingder
2.2.1 Definition 6.2.4 (s.242)

En mingd N C R? kallas nollmiingd om vi for varje € > 0 kan téicka N
med #ndligt manga axelparallella rektanglar med en total area < e. En méngd
D C R? &r kvadrerbar om dess rand #r en nollméngd.

Utifran sats 6.2.4. sa kan vi sedan urskilja vissa foljder. En foljd &r att for
en godtycklig kontinuerlig funktion ¢(z) inom ett intervall @ < x < b s& utgor
grafen en nollméingd. Denna konsekvens kan sedan ytterligare tillampas pa fler-
variabelfallet i enlighet med lemma 6.2.3 nedan.

2.2.2 Lemma 6.2.3. (s.244)

For varje begriansad funktion f som &r integrerbar 6ver en nollméngd N sa
géller att

// fdxdy = 0, alternativt arean u(N) = 0.
N



Rent konkret kan vi notera att sats 6.2.4. samt lemma 6.2.3. séger tva huvud-
saker. Det ena &r att reguljdra omraden ar kvadrerbara omraden. Vi kan dven
urskilja att vid integralberdkningar i flervariabelfallet sa kan vi integrera pa ett
liknande sétt som i envariabelfallet.

2.3 Variabelsubstitution
2.3.1 Sats 6.4.6 (s.261)
Lat

vara en bijektiv C! -avbildning av det &ppna, begrinsade och kvadrerbara
omradet F i uv-planet pa ett motsvarande omrade D i xy-planet sadan att

J(u,v) = ZEZZ% #0. Da &r

/ /D f(z,y)dzdy = / /E f(g(u,v), h(u,v))|J(u,v)|dudv,

forutsatt att integranderna dr integrerbara.

2.3.2 Observationer vid variabelsubstition
e Glom inte att Gverséitta granserna vid variabelsubstitution.

e Forsok att uttrycka (z,y) i (u, v). D& kan man enkelt berdkna J(u,v) och
sedan slutfora transformationen.

e Observera slutligen att om det dr mer fordelaktigt att uttrycka (u,v) i
(z,y) s& kan vi anviinda oss av att funktionaldeterminanten kan skrivas
pa foljande sétt: J(z,y) = 1/J(u,v).

3 Foreliasning 3

3.1 Integration med hjilp av nivakurvor

Ytterligare en teknik for att berikna dubbelintegraler, denna baserad pa anvéindningen
av areor och nivakurvor, uppkommer under férhallanden dér vissa specifika krav
uppfylls. Denna situation summeras i foljande sats.

3.1.1 Ekv. 27 (s.271) given som sats

Lat ¢ : R? — R vara en funktion av klass C', h : R — R en funktion av klass
C° och D C R? vara en kompakt, kvadrerbar méngd. Antag att a < g(z,y) < b
V (x,y) € D. Lat dven

Alu) = p({(z,y) [ (x,y) € D A g(x,y) <u}), (10)



dér p representerar omradets area. Da giller:
b

[ mata sty = [ nwa'tuya (11)
D a

3.1.2 Observationer vid integration med hjilp av nivakurvor

e Satsen kriver att integranden har den specifika formen h(g(z,y)).

e Satsen kriver att vi kan berékna arean A(u) explicit samt formulera och
berékna A’(u).

e Tekniken liknar till en grad den teknik som bygger pa Fubinis sats fast
dér man skir lidngs nivakurvor istéllet.

3.1.3 Visualisering och grunder fé6r metoden

For att fa en tydlig bild av vad satsen bygger pa &r det hjalpsamt att konstruera
en visuell uppfattning av den.

area = A(u;_)

area ~ A'(u;)Au;

Figur 1: Visuell representation av grunderna for satsen. En avgérande egen-
skap for denna visualisering samt for satsen &r att integranden &r konstant till
nivakurvan pa g.

Vi ser hir en exempelrepresentation av omradet D med olika virden pa funktio-
nerna g och A utpekade. Vi ser att u;_; och u; representerar tva pa varandra
foljande viirden av g(x,y), samt att a och b representerar de inre respektive
yttre granserna for D och da samtidigt de undre och 6vre grianserna till g. Om
vi antar att

a=u<u; <..<u,=>o (12)

ar en fin indelning av intervallet [a, b] kan vi beskriva avstandet mellan u;_; och
u; som infinitesimalt litet. Detta later oss i sin tur approximera h(g(z,y)) =~ h(u;)
samt area ~ A’(uj)A(u;). Med denna information kan vi da gora foljande
overslagsrikning som slutfor visualiseringen:



T

area ~ A’ (u;)A(u;)

gla,y)=u;

Figur 2: Visuell representation av berdkning av dubbelintegral med hjélp av
nivakurvor.

I~
J

b
h(ug)(A(u;)=Auj—1)) = > h(ug) A (uj) (uj—uj_1) = / h(u) A’ (u)du.

n n
=1 j=1

Pa sa sétt kommer vi alltsa tillbaka till metodens representation i satsen.

Vi ser dven hir att for att praktiskt kunna anviéinda denna berékningsteknik
ar det viktigt att areafunktionen A(u) ldtt gar att berdkna. Detta gor att me-
toden bara kan anvindas i speciella fall.

3.2 Generaliserade dubbelintegraler

Alla dubbelintegraler vi hittills har studerat kréver att integrationsomradet och
integranden ar begrinsade. Nedan forklaras hur dubbelintegraler kan utvidgas
till obegrinsade omraden och funktioner. Lat f : D — R vara en kontinuerlig
funktion, diir D C R? #r ett Sppet omrade. Dubbelintegralen

/ /D f (. y)dudy

kallas generaliserad om integrationsomradet D &r obegrinsat eller om integran-
den f &r obegrinsad pa D. Notera att det dr mojligt att bade f och D é&r
obegrinsade.

3.2.1 Uttommande svit

Generaliserade dubbelintegraler kan hanteras genom att skapa en sa kallad
uttémmande svit (D,,)$° till D. Det &r en foljd av omraden som uppfyller att

D,, € Dy41 och D,, = D da n — oo.



Varje omrade D,, dr en kvadrerbar begrinsad delméngd till D i vilken punkter
dér f ar obegriansad, har avligsnats. Genom denna avskarning erhalls alltsa ett
omrade dér f &r integrerbar.

Om f &r obegrénsad i en punkt (a,b) kan den uttommande sviten intuitivt
erhéllas genom att skiira bort allt mindre delar av D kring (a,b). Om D &r
obegransat kan D,, beskrivas som allt storre begriansade delar av D. Det forsta
fallet illustreras i figur

(a,b)

Figur 3: Uttémmande svit till D dér f dr obegridnsad i punkten (a,b).

3.2.2 Integrandens tecken

Om f(z,y) > 0V(x,y) € D paverkas integralens virde inte av hur D,, viljs.
Den generaliserade dubbelintegralen definieras da som

/ /D f@,y)dady = lim, / /D S (y)dady.

Om f vaxlar tecken kan det erhallna grinsvirdet paverkas av formen pa omradena
D,,, och kan dérfor inte entydigt definieras pa samma sétt som for ickenegativa
integrander. Dérfor behéver funktionen delas upp i olika delar dér dess tecken
ar fixt. Vi infor darfor de ickenegativa funktionerna

0da f(z,y) >0
—f(x,y) da f(x,y) <0

som uppfyller att f = f+ — f~. Den ursprungliga integralen #r konvergent om

bade
//D T (x,y)dxdy och //D I (z,y)dzdy

ar konvergenta. Om sa ar fallet blir

//D f(x,y)dxdyz//D f*(x,y)dzdy—//D [ (z,y)dzdy.

Py = {f (r,9) A f(z,5) > 0

0dé f(z,y) <0 och f(x’y){



3.2.3 Praktisk rikning

Vid berékning av generaliserade dubbelintegraler maste inte uttémmande sviter
beaktas. Om f(x,y) > 0 V(z,y) € D kan vi ndmligen anvinda samma tekniker
som da bade f och D #r begriinsade. Vid berdkning av generaliserade integraler
med ickenegativ integrand kan alltsa inspektion, Fubinis sats, variabelbyten och
metoden med nivakurvor utnyttjas. Om f véxlar tecken behover vi dock skapa
de ickenegativa funktionerna f och f~ innan detta kan goras.

4 Foreldasning 4

4.1 Dubbelintegral 6ver axelparallel rektangel

Definition: En éndlig foljd @ = x¢ < 21 < ... < ,, = b kallas en partition av
intervallet [a, b]. Vidare utgérs en partition av n delintervall [z;, z;+1],
1 =1,...,n — 1. En axelparallel rektangel kan uttryckas

A = [a,b] X [e,d] (13)

med partitioner

a=xg<x1<..<xp=>0

(14)
c=yo <y <..<yp,=d.
Detta gen en partition av A dér en delrektangel i A ar
(6, Bita] X [y5,9541]
i=0,...,mn—1 (15)
j=0.,m-—1.
Definition: Lat
A = [a,b] X [e,d] (16)
och
d:A—R. (17)

® kallas trappfunktion om det finns en partition sa att ® har ett konstant virde

Cij pa (i, 1) X [Y5,Yj+41)-
Definition: Dubbelintegralen av trappfunktionen ® definieras som

n—1m-—1

//A O(x,y)dzdy = Z Z Cij(@it1 — i) (Yir1 — Yi)- (18)

i=0 j=0

Det finns manga partitioner som representerar samma funktion och som ger
samma vérde.



4.1.1 Definition 6.1.1 och 6.1.2

Lat A = [a,b] X [e,d] vara en axelparallel rektangel och f : A — R en be-
grinsad funktion. f &r Riemannintergrerbar 6ver A om det for varje € > 0 finns
trappfunktioner ®., U, pa A sa att

Pc(z,y) < flz,y) < Ve(a,y) Y(z,y) € A och (19)

/ /A b (2, y)dwdy — / /A . (2, y)dady < e. (20)

Da definieras dubbelintegralen av f éver A som

//A flw,y)dedy = liny //A < (v, y)dwdy = hg%//A Ve (z,y)dedy.  (21)

Detta kan forklaras som att f &r integrerbar om den kan klammas mellan tva
trappfunktioner vars gransvirde da ¢ gar mot 0. Detta medfor att dubbel-
integralen av f &r lika med grénsvérdet av trappfunktionerna.

4.1.2 Huvudsats 6.1.2 och 6.1.3

Lat A = [a,b] X [c, d] vara en axelparallel rektangel och f: A — R en kontinu-
erlig funktion. Da géller

(i) f &ar integrerbar over A.
(i) bade ff fcd f(x,y)dydz och fcd f: f(x,y)dzdy existerar.

(iii) Fubinis sats: [[, f(z,y)dzdy = f; fcd f(x,y)dydr = fcd f; f(z,y)dzdy.

4.2 Bevis for integrerbarhet 6ver rektangel

Beviset for integrerbarhet 6ver en rektangel bygger pa att konstruera begriansade
trappfunktioner sadana att de tillsammans innesluter grafen pa det omrade gra-
fens funktion ska integreras 6ver. Det fullfoljs genom att anvinda definitionen av
en Riemannintegrerbar funktion for att inse att skillnaden mellan de trappfunk-
tioner som skapats nédrmar sig noll da de konstrueras av en allt finare partition.

Lat € < 0.
Trappfunktioner ®. och ¥, ska nu hittas enligt dess definition. Eftersom funk-

tionen f € C°(A) och A #r kompakt innebir det ocksa att f #r likformigt
kontinuerlig pa A. Det innebér att

e
n(A)

39 >0s.a.V ZT1,T2 € A giller ||§?1—§72H <d= |f(.’f31)—f($f’2)‘ < . (22)

10



Nu véljs en partition sadan att diametern av varje rektangel i A &r mindre det
0 som antagits existera. Partitionen ser ut som foljer:

Rij = [xi, wiy1] X [y5, yj41]- (23)
R;; &r en rektanguldr mangd vars diameter ska vara < §. Eftersom f &r kon-
tinuerlig och R;; &r kompakt kommer f enligt satsen om stérsta och minsta
varde att anta bade sitt storsta och minsta vérde i den lilla rektangeln R;;.
Av den anledningen kan vi lata tva tal M;; och m;; vara maximi- respektive
minimivéardet i varje liten rektangel R;;. Den volym som fas av att multiplicera
arean f1(A) med hojden (skillnaden mellan M;; och m;;) kommer att innesluta
ytan som i R;; beskrivs av funktionen f. Om vi kan begrénsa denna volym med
vart € ar beviset klart. For att gora detta maste vi forst sdga att var partition
leder till att

M;; —my; < (24)

_c
n(A)
Vi kan nu definiera trappfunktionerna ®. och ¥, sa att ¥.(Z) = M;; och
Q. (Z) = m4j pa [z;, Tit1) X [Y;,Y;+1). Anledningen till att mjuka parenteser
anvands dr att inte rektanglarnas kanter ska Gverlappa varandra och dérmed
rubba entydigheten hos funktionsvirdena ldngs med kanten. I enighet med ek-
vation (21) kan det nu antas att

®.(7) < f(z) <V (z)VT € A. (25)

Nu kan integralerna av ®. och W, integreras med hjilp av definitionen for Rie-
mannintegrerbarhet som presenteras i ekvation (20). Dérefter kan deras skillnad
begrinsas av det godtyckliga ¢ som valts. Enligt ovanstaende argument géller
olikheten nedan.

11



= Z Mij($i+1 — ) (Yir1 — Yi)—
- Mij(Tip1 — i) (Yir1 — Yi) =

= (Mij —mij)(Tivs — 24) (Yir1 — ¥i) <

< ° Z (Tiv1 — 23) (Yir1 — vi) =

m—1
= (Tig1 — Yit1 — Yi) =
,LL(A) Pt 1 [ jgo 7 )

= N(A) (Tn —20)(Yn — Y0) =

= -la,b] X [e,d] =

Summorna 6ver n och m kan delas upp eftersom de summerar = respektive y
separat. Da ¢ gar mot noll innebér det att skillnaden mellan trappfunktioner-
nas virde gar mot noll. Eftersom f enligt olikheten (27) #r instéingd mellan
trappfunktionerna ®. och V. kommer integralen f 6ver A kunna definieras av
antingen ®. eller V..

12
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