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1 Dubbelintegraler

I envariabelfallet kan en integral anvindas for att hitta arean for en plan figur.
Pa liknande sétt kan en dubbelintegral i tva variabler anvindas for att hitta
volymen av en tredimensionell kropp. For att kunna anvénda funktioner ser vi
framst pa kroppar som ligger mellan ett omrade D i zy-planet och en funktions-
yta z = f(x,y). For att praktiskt kunna berikna dessa finns ett antal tekniker
som beskrivs nedan.

1.1 Teknik A - Inspektion
e Utnyttja att dubbelintegraler beskriver volym med tecken.

e Utnyttja symmetri

e Utnyttja linearitet

Néagra viktiga iakttagelser:
(I) Integralen &r en linjér operation och kan delas upp enligt

/ab(af+ﬁg)dw—a/abfd:chB/abgdfﬂ (1)

//D(af + Bg)drdy = Oz//D fdxdy + 6//D gdxdy. (2)

(II) Dela upp omradet. D = Dy U Dy och D1 N Dy nollméngd.

samt



Figur 1: Ett exempel pa hur ett omrade kan delas upp i delomraden.

Integralen 6ver D kan da skrivas om som

//D fdxdy = //D1 fd:rder//D2 fdzdy. (3)

(IIT) Funktionen f pa a <z <biR har medelvirdet:

b
bia/a f(z)dz. (4)

Pa samma sitt har funktionen f pa D, dér (D) dr arean av D, medelvirdet:

ﬁ / /D Fdady. (5)

1.1.1 Exempel A - Enkelintegral
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Figur 2: Ett exempel pa en funktion i en variabel diar symmetri [impar sig som
teknik vid utrdkning.

Fran figur 1.1.2 kan det fran symmetrin ses att:

b
/fuwzzo (6)



och

/abg(:c)dx - Q/be(a:)dx. (7)

1.1.2 Exempel A - Dubbelintegral

/ /D (22 + 3)dady, (8)

Om vi vill berdkna

dér
D= {(z,y)|0 <y < V4 —a?}. 9)
(0.1-)
D1 D2
>
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Figur 3: Illustration av omradet D fran ekvation 9.

Om teknikerna fran avsnitt 1.1 anvinds pa integralen fran ekvation 8 ges att

// (22 4 3)dxdy = {linearitet}
D

(10)
:2// xdxdy—l—?)// 1dzdy
D D
och
// rdxdy = // xdwdy—i—// xdxdy =0
D D1 D2
_ (11)
ldzdy = 1u(D) = —72° = 2.
D 2
Ekvation 10 och 11 ger tillsammans att
// (2 4 3)dxdy = 67. (12)
D



1.2 Teknik B - Fubinis sats

Fubinis sats innebér beréikning av tva itererande envariabel integraler. Detta gar
att gora for omraden som ér axelparallela rektanglar men dven mer komplicera
omraden.

1.2.1 Fubinis sats for axelparallela rektanglar

Lat a,b,c,d € R sadana att a < b, ¢ < d. Da utgér méangden
A={(r,y) eR?|a<a<bc<y<d} (13)
en axelparallel rektangel i planet.

Lat A = [a,b] X [¢,d] axelparallell rektangel och f : A — R kontinuerlig, da

giller att
//A f(x,y)dxdyz/djf(m,y)dxdy:/b/df(x,y)dydx. (14)

1.2.2 Steg II Fubinis sats for reguljira omraden

Lat D C R? vara kompakt. Dir «; , 3; € C* och o;(z) < Bi(2)V x € [a;, b;]. D
sigs vara Reguljart i x-led om D kan delas upp i dndligt manga delomraden
D; — D,,, dir D; har formen

Di={(z,y) 1 a; <z < bj, () <y < Bi(x)}- (15)

Om D éar reguljart ges da integralens virde av summan for integralerna av
alla delomraden D;. Integralen for ett sadant omrade kan enligt Fubinis sats
skrivas som

b; B(z):

/ /D o y)dady = [ [ rewdy (16)

ai a(z),

Metoden for integration med hjilp av Funibis sats for reguljira omraden
skiljer sig fran integration for axelparallella omraden i att vérdena for x och y
inte dr konstanta, utan dndras ndr man gar ldngs axlarna, som demonstrerat i
nedanstaende bild:
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Figur 4: zy-plan med olika D (ses uppifran).

Nér man vl anvinder Fubinis sats for reguljira omraden kommer da de inre
integralgrinserna att innehalla variabeln som den yttre integranden har.

1.3 Teknik C - Variabelbyten

Varibalebyten kan anvéndas for att simplifiera berdkningar av integraler, vilket
dven i vissa fall kan vara nédvindigt for att integralen ska vara losbar.

1.3.1 Variabelbyte i en variabel

I envariabelfallet utgor variabelbyte av en monoton funktion avbildar ett inter-
vall J = [o, 8] pa reella axeln pa ett annat intervall I = [a,b]. Om vi sétter
x = g(t) far vi da

b B
/f@ﬂw=i/ﬂﬂmdwﬁ- (17)

Tecknet pa integralen med nya variabler beror pa huruvida g &r vixande
eller avtagande. Detta kommer fran att g(a) = a och g(8) = b da g &r viixande,
medan g(a) = b och g(8) = a da g dr avtagande. Minustecknet hor alltsa till
fallet da ¢’(t) < 0. Man kan dérfor dven skriva mer generellt som

/f@Mx:/fmmngwndt (18)
I J



1.3.2 Variabelbyten i planet
Ett variablebyte i tva variabler motsvarar en bijektiv avbildning enligt

oo )

fran ett omrade E i uv-planet till ett annat omrade D i xy-planet, diar E och
D #r 6ppna, begrinsade och kvadrerbara. Vi antar dven att g och h &r C'-
funktioner. For att hitta hur man kan uttrycka

/ | faydzay (20)

som en dubbelintegral av variablerna u och v 6ver omradet E kan man ut-
nyttja tolkningen av en integral som en tolkning av ett grédnsvirde av en Rie-
mannsumma. Att dela upp D i smabitar Dy motsvarar en uppdelning av E i
Ey, dir (ug,vg) dr en punkt i By och (zk,yx) = (g(ug, vk), h(ug,vg)) dr sam-
ma punkt i Di. Areaforstoringen av avbildningen ges av beloppet av funktio-
naldeterminantens vérde i punkten (ug,vy). For areorna Dy och Ej #r detta
1(Dy) | J(ug, v) | p(Er), vilket ger

> @k ye) (D) = > fglur, vr), h(ug, ve)) | J(uk, vk) | w(Er), — (21)
k k
dar viansterledet 4r en Riemannsumma for

/ /E F(g(u,v), h(u,v) | J(u0) | dudo. (22)

Da finhet 6kar leder detta till likheten

//D fz,y)dedy = //E f(g(u,v), h(u,v) | J(u,v) | dudo, (23)

forutsatt J(u,v) = Zgﬁzg # 0 och att funktionerna &r integrerbara 6ver respek-
tive omrade. Detta dr det generella uttrycket for variebelbyten i planet.



1.4 Teknik D - Nivakurvor

Vi skall utveckla en metod for att berdkna integraler av den speciella formen

I=//D h(g(z,y) dz dy, (24)

dir b : R +— R #r en kontinuerlig funktion av EN variabel, D C R? kompakt,
kvadrerbar mingd i xy-planet, g : R? — R dr en C'-funktion definerad i en
méngd som omfattar D. Integranden &r konstant pa nivakurvorna till g, och
detta dr en avgorande egenskap. Antag att a < g(z,y) < bV (z,y) € D

Lat A(u) = p({(z,y) € Dig(x,y) <u})ochu € R, da géller:

/ /D h(g(z,y) dz dy = /b h(w) A (w)du. (25)

Dirmed har berdkningen av dubbelintegralen (24) aterforts pa berikning av
en enda enkelintegral.

Observationer:

(I) Kréver att integranden har speciell form.

(IT) Kriver att vi kan beriikna A(u) explicit och A’(u).

(IIT) Ungefar som Fubini men slicea ldngs nivakurvor istéllet.

1.5 Generaliserade dubbelintegraler

/ /D f(a,y) do dy, (26)

kallas generaliserad om D &r begridnsad och f obegridnsad eller om f &r be-

grinsad och D &r obegrinsad (Det kan ocksa finnas fall ddr bada &r obe-

griansade). Det hanteras genom att skapa en 6ljd D,, C Dy,41 sd Dy, n_>—°o> D.

I forsta fallet skapas D,, genom att skdra bort mindre och mindre delar av D
kring en punkt dér f dr obegrénsad. I andra fallet tas istéillet storre och storre
begriansade delar av D med. Detta kan bli problematiskt om f byter tecken och
f far i sddana fall delas upp i tva funktioner

En dubbelintegral éver D

0 annars.

f*(x,y) _ {f(xﬂl/) da f(:my) >0 (27)

och
0da f(z,y) >0

—f(z,y) annars.

(@) :{

dir f = fT — f~. DA &r bada positiva och kan integreras var for sig. Oftast kan
dock Fubinis sats och de vanliga reglerna for generaliserade integraler anvindas
for att berdkna dem.

(28)



1.6 Definition 6.1.1 och 6.1.2

Lat A = [a,b] x [b,d] axelparallell rektangel och f : A — R begrinsad funk-
tion. F' s#gs vara (Riemann) integrerbar 6ver A om det for varje e > 0 finns
trappfunktioner ¥, ®. pa A sadan att

(i) : Pe(2,y) < f(2,y) < Ve(z,y) Y(z,9y) €A (29)

(ii)://A\p(x,y)dxdy—//Acp(x,y)dxdy<e. (30)

I sa fall defineras dubbelintegralen av f 6ver A som

// fdzdy:lim// \Iled:cdyzlim// b, dzx dy. (31)
A e—0 A e—0 A

1.7 Huvudsats (sats 6.1.2 6.1.3)
Lat A = [a,b] x [c,d] axelparallell rektangel och f: A — R, f € C°. DA giller

och

e (i) Att f &r integrerbar dver A.

e (ii) Att bade fcd fab f(z,y) dx dy, och f: fcd f(x,y) dy dx existerar.
e (i7i) Att vi kan 6verfora en dubbelintegral pa tva enkelintegraler enligt:

[s fay)dedy = [T [ f(a,y)dedy = [0 [ f(z,y) dy de.

1.8 Definition 6.2.3

Lat f : D — R begriansad, D C R? begrinsad. Lat A vara axelparallell rektangel
D CA.

Io(@) = {f(ac) om T€ED (32)

0 annars.

Satsen sdager da att

//Dfdmdyz//AfDdxdy (33)

om integralen existerar.



