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1 Introduktion, Inspektion och Definition

Vi kommer att redogora for hur man 16ser dubbelintegraler 6ver fixt omrade.
Liksom for derivator saknar integraler nagon generalisering i flervariabelfal-
let. Teknikerna for att 16sa integraler skiljer sig &ven fran det endimensionella
fallet, varav vi kommer att ta upp 5:

(A) Inspektion

(B) Fubinis sats

(C) Variabelbyten

(D) Nivakurvor

(E) Generaliserad integral

1.1 Inspektion

Kan dela upp omradet D s.a. D = Dy U Dy, déir en relation mellan D; och
Ds redan &r given, och pa sé sitt undviker onodigt arbete.

Ezempel. Berékna [[ f p f(x,y)drdy, dir f &ar en udda funktion och D
symmetrisk i (0,0) m.a.p. .

Losning: Da kan vi dela upp D i de tva delarna Dy, D i linjen x = 0.
Men vi inser da att [[, f(z,y)dedy = — [[, f(x,y)dxdy, och dirmed

[ fa,y)dady = [[, f xydxdy—i—ffD2 f(z,y)dxdy = 0.

Genom inspektion kan vi alltsa bestdmma integraler utan att berdkna
dem, vilket i vérsta fall vinner lite tid, i basta fall I6ser en annars obestémbar
integral.

1.2 Reguljira omraden

Definition. Lat D C R? vara en kompakt méngd.

D sigs vara reguljar i z-led om D kan delas upp i dndligt manga del-
omraden Dy, ...,D,, dir D; = {(z,y)|la; < = < b, a;(x) < y < Bi(x)},
a;, B; € C' och ay(x) < Bi(x) Y € [a;, by

Reguljir i y-led med analog definition.

D ségs vara reguljar om den ér reguljér i bade x- och y-led.

Ezxempel. En rektangel ar reguljar, medan en fraktal inte ar det.



2 Fubinis sats

Lat f vara en integrerbar funktion i tva variabler 6ver ett omrade
A=(ry)ia<e<bec<y<d=lab] x|ed, (1)
vilket kallas for en axelparallell rektangel, samt

f:A=R (2)

//A f(z,y) dedy = /cd </abf(ac,y)d:c) dy, (3)

dér den oberoende variabeln betraktas som konstant. Det gar att byta plats
pa variablerna utan att detta far nagon konsekvens for resultatet. Det &r
dock viktigt att dven byta plats pa grianserna, det vill sdga ¢, d och a,b. Att
integrera pa det hér sidttet kan gora rikneoperationerna enklare. Om den
forsta integralen viljs vil kan ett uttryck bli mycket ldttare att integrera.
Att ha i atanke ar dock att ett uttryck kan vara ldtt att integrera fran ett
hall, men svart fran ett annat.

Geometriskt gar det att tolka detta i form av att den foérsta integranden
skapar en basarea i en cylinder. Den senare integranden blir sedan héjden pa
cylindern. Tillsammans bildar sedan basarean och héjden en volym.

Da giiller,

3 Variabelbyte

Vid variabelsubsititution for dubbelintegralen

/ /D f(z,y) dzdy (4)

{a: = g(u,v) (5)

satts

Y= h(uv U)

dér h och g bade dr av klass C*.

Ett variabelbyte mellan (x, y) och (u, v) kommer innebéra en linjéravbildning
fran ett omrade E i uv-planet till omradet D i zy-planet. Vid en linjéar avbild-
ning kommer ett omrades areaforanding vara lika stor som absolutbeloppet
av avbildningens determinant. Enligt det gjorda variabelbytet i ekvation (5)
kan en punkt (z;,y;) i D ocksa skrivas som den motsvarande punkten i E:



(i, yi) = (g(ui, vi), h(ug, vi)). (6)

Genom att approximera en yta néra punkten (z;,y;) kan man fa fram att
avbildningsmatrisen fér avbildningen &r funktionalmatrisen. Determinanten
for funktionalmatrisen ar per definition Jacobian determinanten.

Varje litet omrade av E motsvarar ett litet omrade i D och eftersom
areaforstoringen &r lika med absolutbeloppet av dess determinant far vi att
sambandet mellan ett litet omrade E; och D; kan darfor sagas vara

(D) = ‘—d(g’ )

d(us, v;) p(E;). (7)

Detta ger att

> @i y)u(D) & ) flg(uis vi), hwi, vi) 'dd((ug h)>

1(E;). (8)

Bade vinsterledet och hogerledet i ekvation (8) dr Riemannsummor. Om
areorna gors godtyckligt sma fas dérfor sambandet

[ sty sty = [[ statuco) oy |52

4 Nivakurvor

dudv. 9)

4.1 Sats

Lat g : R? = R vara C', h: R = R vara C"
och D C R?, kompakt och kvadrerbar mingd.
Antag att a < g(z,y) < bV(x,y) € D

Lat da A(u), vara arean av D,,.

D,={(z,y) € D:0 < g(z,y) < u}

Da géller

//D h(g(z,y)) drdy = /ab h(u) A (u) du.



4.2 Exempel

Berédkna
/ / dz dy
1+ (z + 2y)?)?
D={(z,y) e D:1<x+2y<2}).
Losning

Vi anvénder satsen om nivakurvor for att underldtta berdkningen av inte-
gralen.
Sétt

(e,) =2+ 2y, h(w) = —

T,Y) =1 U) = ————.

Da blir arean av omradet D skillnaden av tva trianglar,

N 20| =

2 1 U 3
= | ———  —du={w=1+u"} =
/1(1—|—u2)2 ydu={w=1+uwl =5
5 Riemannintegraler

5.1 Trappfunktioner

For att definiera riemannintegraler i flera dimensioner utgar man fran trapp-
funktioner.

Definition: Lat A = [a, b]x[c,d] och ® : A — R. ® kallas for en trappfunk-
tion om det finns partionernaa = xo < ... < x, =bochc=y, < ... <y, =d,
sadana att ¥ har ett konstant virde ¢;; pa [x;, x;—1) X [y, Yj-1)-

5.2 Definition

Genom att gora indelningen finare kan man fa en béttre approximation av
volymen av en figur i rummet. Da man gor partionen godtyckligt fin sa ga
arean av varje delrektangel mot noll.

Definition (6.1.1 och 6.1.2):
Lat A = [a,b] X [c,d] vara en axelparallell rektangel och f : A — R vara

6



en begriansad funktion. Funktionen f sigs vara (Riemann)integrerbar over
A om det for varje € > 0 finns trappfunktionerna ®., ¥, pa A sadana att:

P < flz,y) S UN(z,y) €A

//dxdy—// dzdy < e.
A A

I sa fall definieras dubbelintegralen av f 6ver A och

// fdfdx = lim // b drdy = lim // U dzdy.
A e—0 A e—0 A

6 Generaliserad integral

Om man vill integrera obegréansade funktioner eller begrinsade funktioner
over ett obegréinsat omrade réicker inte de metoder som vi tidigare har gatt
igenom. For att hantera sadana funktioner behover vi istéllet generaliserade
integraler.

6.1 Definition
Integralen [[, f(z,y) dx dy &r generaliserad om

1. D &r ett begrinsat omrade men f &dr obegriansad pa D eller

2. D &r obegrénsad.

6.2 Metoder for att hantera generaliserade integraler

For att hantera integraler av denna typ skapar vi en foljd av omraden D,, C
D, 1 sa att D, — D da n — oco. De olika fallen av generaliserade integraler
hanteras sedan pa olika sétt.

1. Vi genom att skéra bort mindre och mindre bitar av D néra de punkter
som | f| — oo.

2. Vi tar med storre och storre begransade delar av D och later n — oo.



6.3 Viaxlande tecken

Om f véxlar tecken kan gransviardet bero pa valet av D,,. Sa vi maste anta
att f(z,y) > 0. Isadana fall kan funktionen delas upp i positiv och en negativ
del

[H(z,y) = {f(wjy) om f(z,y) >0

0 annars

_f(xay) om f(xay) <0
0 annars

f(z,y) :{

diar f = f* — f~ och integrera var for sig sjilv.



