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1 F13: Dubbel- och Trippelintegraler

Definition 13.1 (Integral 6ver begrinsad mingd)

Lat f : D — R? vara en begrinsad funktion och D C R? en begrinsad méngd.
Vi técker sedan D med en axelparallell rektangel A, d.v.s. A D D. Lat oss nu
definiera en utékad funktion fp pa foljande vis

fo(x) = {f(x) omx € D

0 annars.

Vi séger da att f &r integrerbar 6ver D om fp dr integrerbar éver A, och vi

satter
//D fdxdy = //A fp dzdy.

Eftersom fp &ar noll utanfér D spelar valet av A ingen roll.

Lemma 13.1
Om f &r likformigt kontinuerlig och begrénsad pa en kvadrerbar méangd D
= f integrerbar.

Trippelintegraler
Lat D C R3 vara ett kompakt kvadrerbart omrade. Volymen av omradet kan

da skrivas som
(D) = // / Lav,
D

dér volymelementet dV = dxdydz. Omradet D kan beskrivas som omradet
mellan tva funktioner

D= {(I>yaz)|(xay) € F, O‘(x’y) <z< B(xvy)}



Fubinis sats &r applicerbar dven pa trippelintegraler. Man kan vid beréikning
integrera en dubbelintegral 6ver en enkelintegral eller tvartom enligt

f(2,y, 2) dudydz = ( e (2.1.2)dz) dody,
D 7(D) a(z,y)

Alternativt

///D f(x,y, z) dedydz = /:_a (//D zf(x,y,z)dydz)dx.

2 F14: Multipelintegraler

For att behandla integraler till funktioner av fler &n tre variabler borjar vi med
att infora en ny notation. Om x € R"™ giiller

/f(x)dx:/---/f(xl,...mn)dxl...d:):n.

Lat oss nu betrakta specialfallen da integrationsdoménen fér en multipelintegral
ar ett klot eller en sfar. Observera att en sfir inte &r ett klot utan syftar pa ytan
av ett klot d.v.s. klotets rand. Vi anvinder oss av foljande definition for ett
n-dimensionellt klot med radie 7:

Buy = {x € R" |Ix] < 7).
Tag enhetsklotet, r = 1. Lat sedan p1,, = u(Bp) = [, 1dx beskriva klotets area.

Da kan vi formulera foljande sats:

Sats 14.1
Arean av ett n-dimensionellt enhetsklot ges av rekursionsformeln:
2T
p1 =2, pg =m, H =~ Hn—2 Vn2>3.
Lemma 14.1
For alla r > 0 ges klotets area av:

w(Bp,r) = pon - T
Bevis av lemma 14.1
utfor variabelbytet x = r - y. Detta ger oss:

d(x)
d(y) ] < lyll<1

(y

2

o))



Definition 14.1
Gammafunktionen defineras enligt f6ljande:

Denna funktion har egenskaperna,

1. T(z+1) = z-T'(2).
T'(n+1) =n! for n > 0 heltal.

3.T(3) = V.
Med hjélp av gammafunktionen kan vi nu beskriva dven volymen av enhetsklotet
i n-dimensioner dér n > 1 enligt foljande:

n
2

- T
S Y

For n > 3 sammanfattar den formeln till 27“
Om vi nu ska undersoka arean av en sfir i n-dimensioner istéllet for klot, later
vi sfaren S™ ges av

Sl = {x e R™; ||x]| = 1}.

Dérefter beskriver vi volymforandring i sfiren med dV = A dr vilket motiverar

_ d d n
A, = ytarea(S" ) = — (u(Bpn.,) = %(unr ).

T dr
Eftersom vi har tittat pa enhetssfirer, utvarderar vi uttrycket i » = 1 och far
Ap=n- .
Fran detta foljer att arean hos en n — 1 dimensionell enhetssfir ges av:

Masscentrum
Masscentrum ar medelvirdet av positionerna hos ett foremals massa. Med den-
siteten som en funktion av positionen p(z,y, 2) ges koordinaterna av:

1
Mo = 7 - ///D zp(x,y, z) dedydz.

Dar M &r foremalets totala massa. Resterande koordinater, m,, och m, beréknas
pa motsvarande sétt och ger tillsammans en ortsvektor till féremalets masscent-
rum.




3 F15: Parametrisering av kurvor

Definition 15.1 (Parametriserad och orienterad kurva)
Lat r : [a,b] — R™ déir @ < b och t + r(t) = [21(t), ..., 7, (t)]T. Da kallas r av
klass C* for en parametriserad och orienterad C*-kurva.

Startpunkt och slutpunkt fér kurvan dr r(a) respektive r(b), om r(a) = r(b)
kallas kurvan sluten.

Det &dr mojligt att en kurva korsar sig sjélv, men gor den inte det kallas den
enkel. Att en kurva &dr enkel dr ekvivalent med att foljande géller

a <ty <ty <b=r(t1)#r(t).

Obs! Begreppet kurva innebér formellt en virdeméngd och tar inte hinsyn till
parametrisering eller orientering. Exempelvis &r virdeméngden av r(t) en kurva
medan r(t) i sig inte dr det.

Definition 15.2 (Orientering och orienteringsbyte)

Med orientering av en kurva menas det val av de tva hall som det kan firdas
med over kurvan. Om en funktion r : [a,b] — R™ ersétts med en annan funktion
s : [a,b] = R™ som bada #dr parametriseringar av samma kurva sker ett oriente-
ringsbyte om det giller att s(¢t) = r(b+a —t) dir a <t < b.

Definition 15.3 (Parametrisering och parametriseringsbyte)

En parametrisering av en kurva ar en samling ekvationer beroende av ett visst
antal parametrar som beskriver kurvan pa ett visst intervall. Tva C*-funktioner
r:[a,b] = R™ och s : [e,d] = R™ déir a < b och ¢ < d séigs vara parametrise-
ringar av samma orienterade C*-kurva om det existerar en viixande och bijektiv
funktion ¢ : [a,b] — [c,d], ¢ € CF sd att

(i) 6(a) = ¢ och 6(5) = d,
(i) ¢ dr vixande : 21 < 29 = ¢(z1) < ¢(z2),
(iii) r(t) = s(o(t)) for alla t € [a, b].

Fysikalisk tolkning av en parametriserad och orienterad kurva

Lat r : [a,b] — R™ vara en C'-funktion och t € [a,b] dér ¢ &r en tidsparameter.
Da kan en fysikalisk tolkning av r(¢) vara en partikels position vid tiden ¢ som
firdas i den relevanta kurvan fran punkt r(a) till r(b). Vidare ges partikelns
hastighet av r’(¢) vid tiden t och dess fart av ||r/(¢)]|. Om det dessutom géller
att r € C? ges partikelns accelleration vid tiden ¢ av r’(t).

Definition 15.4 (En kurvas lingd)
L&t r : [a,b] — R™ vara en C'-kurva dir t € [a,b]. Tangenten till kurvan med



samma riktning som kurvans orientering ges da av r'(¢). Pa tiden dt ror sig
partikeln dr = r(¢)dt dir lingden av den tillryggalagda striickan under tiden dt
ar ds = ||dr|| = ||r'(¢)||dt. Den totala lingden av kurvan ges da av

b b
L:/ ds:/ ||x’(¢)]| dt.
Sats 15.1

Lingden av en C'-kurva beror ej pa parametrisering eller orientering.

Bevis av sats 15.1

Lat ¢ : [a,b] — [e,d] vixande och bijektiv C'-funktion och r(t) = s(¢(t)) dér
a<t<hb.

Vi far da att lingden av s(¢(t)) &r lika stor som ldangden L = r(t) enligt f6ljande

utrdkning

L= | llstu)lldu = [u= o(t), du= &/ (t)df] =
= [ IS 6@)lI6/ (1) dt = [¢/(t) > 0, ty o(t) vixande] =

b
= ||S’(¢(t))¢’(t)||dt=/ I’ ()] dt = L.

a

Satsen ar saledes bevisad.

Sats 15.2
Lat u: R — R” och v : R — R” vara C!-funktioner. D& giller
d
2 () - V(&) = u'(8) - v(t) +u(t) - V(D). (1)

Bevis av sats 15.2
Vi utvecklar vansterledet i ekvationen 1 och erhaller

= Do ui(t) i) + ) uilt) - wi(t) = W' (1) - v(D) +ult) V().

=1 i=1

Vi har darmed bevisat satsen.




4 F16: Parametrisering av ytor

Definition 16.1 (Parametriserad yta)
Lat D C R? vara en kompakt kvadrerbar mingd. En C*_funktion r: D — R”
kallas en parametriserad C*-yta ¥V k > 0, n > 2.

Notation: r: D — R3 skrivs r = r(s,t) = (x(s,t),y(s, 1), 2(s,t)) eller (s,t)
(z(s,1), y(s,1), 2(s, 1))

For att beskriva en parametriserad yta studerar vi forst en infinitesimal rek-
tangel:

(s, t1dt) (s+ds, tfo{ﬁ) Fls trdt) Flseds, Ao dde)
—
(}, {) (5 *Jé,e) F(J,t) r(-’+d5,f)

Figur 1: Funktionen 7 verkar pa en infinitesimal rektangel.

Genom linjédrisering av vektorerna u och v far vi ett uttryck for den infinitesi-
mala arean, som dven kallas areaelementet:

or Or
dS:H(asanH'

Genom att integrera detta areaelement 6ver omradet D fas ytarean av en para-

metriserad Cl-yta:
Jr Or
Jes= 11 5))

Det finns tva specialfall av integralen som bor lyftas fram. Det forsta géller da
ytan utgdrs av en funktionsgraf. Det vill siga ytan gesavY = {(z,y, 2) | (z,y) €
D € R? z(m,y)} vilket leder till den naturliga parametriseringen r(z,y) =
(z,y, f(z,y)). For att berékna arean av denna yta behover vi de partiella deri-
vatorna:

dsdt.

Or Or
“Z_n n 1.1
ax ( 707 f(lj)? ay (0’ 7fy)
och kryssprodukten av dem
or Or , ,
% X (9711 - <_fa:7_fy71)



vilket ger ytarean av funktionsgrafen

// Vi 24 1 dady. 2)

Det andra specialfallet giller for nivaytor till funktionen F : R? — R. Det vill
siga ytan ges av Y = {(z,y,2)|F(z,y,2) = C, (z,y) € D € R?*}. Om det
existerar en nollskild partiell derivata sa anvinds den implicita funktionssatsen
(IFS) med avseende pa den variabeln. Antag exempelvis att F # 0, da existerar
det enligt IFS en funktion f sadan att:

F F!
2= flay) och fi =%, f =~

Med insédttning av dessa partiella derivator i ekvation 2 far vi att ytarean be-
skrivs av:

BT o
+ 1 dzdy = // dxdy.
D=r(Y) F’2 F’2 D=r(Y) |F'|

Fysiktillimpning av skaldrprodukt
Antag att en partikel med massa m foljer en C? kurva r : [a,b] — R®. DA blir
fordndringen av kinetisk energi:

5<||r’<b>||2 ' (a) ) = / (0)|12dt =
m/ or”(t) - ' (t) dt = /F(t)-r’(t)dt.

a

F(t) dr den kraft som verkar pa partikeln. Ofta beror F pa positionen av par-
tikeln, men ej av tiden. Darmed blir F : R? — R? ett statiskt vektorfilt. Detta
ger oss en kurvintegral eller arbetsintegral dér det arbete som kraften utfor pa
partikeln ar dess féréndring i kinetisk energi.

b
/ F(r(t)) - r'(t) dt.




