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1 Trippelintegraler, variabelbyten

1.1 Generaliserade integraler

f kan bero pa beridkningsmetoden om f véxlar tecken
(&r positiv ibland och negativ ibland).

Pa foljande sitt kan vi dra slutsatser om f:
e Dela upp f i dess positiva och negativa omraden.
e De negativa omradena: f~
e De positiva omradena: [+
e Tag [T+ f~ som dr = |f]
Om [[ |f|dxdy konvergent < [ [, fTdxzdy och [[, f~dxzdy konvergenta.

Om dubbelintegralen av en funktion g > |f| pa D &r konvergent &r &ven [, |f|dzdy
konvergent.

1.2 Integral 6ver begrinsad méingd
1.2.1 Definition
f: D — R begrinsad, D C R? begrinsad, D € A axelparallell rektangel.

Fol3) f(z) om z € D (detta kallas nollutvidgning)
€Tr) =
b 0 annars



Da ar:

/Dfdxdy:/AfDdxdy (1)

1.2.2 Integrerbarhet, lemma

Om D kvadrerbar méngd och f likformigt kontinuerlig och begréinsad pa D

= f integrerbar.

Lat A vara en axelparallell rektangel och D C A. Dela upp A i manga sma fyrkanter.
Da giller:

e Parutor i D: f ar kontinuerlig pa rektangel = integrerbar.
e Pa rutor utanfor D: Trappfunktioner = 0 ty f = 0 dér.
e Pa randen: Total area < € pga D kvadrerbar méngd (randen &r nollméngd,

saknar area.)

1.3 Trippelintegraler

Anvands vanligtvis for volymberédkningar.
Om D C R? kompakt, kvadrerbart omrade, sa ges D’s volym pa féjande sitt:

J[[ 1wz )

dV = dxdydz (3)

1.3.1 D ett omrade mellan tva funktioner

Om D ar ett omrade mellan tva funktioner, figuren ar rak i z-led och begriansas av
(x, y)-funktioner i bada dndarna gar det att berdkna volymen pa foljande sitt (Kallas

ibland Fubini 241):
Blz.y)
// </ 1dz> dxdy (4)
E \Ya(zy)

dér B(x,y) och a(x,y) ar funktionerna z begrénsas av och E ar omradet av projek-
tionen av figurens bredaste del pa (z,y)-planet (detta for att alla x- och y-virden
som &r med i figuren ska inkluderas).



1.3.2 Alternativt sitt att berédkna en figurs volym

Det gar dven att gora vertikala snitt 6ver D parallella med (z,y)-planet, och sedan
stalla upp trippelintegralen pa foljande sétt:

///D fla,y, 2)dxdydz = /ab (/ . f(x,y,z)dxdy) dz (5)

Hér ar D, ytan av snittet vid héjd z. a och b &r grénser i z-led.

1.4 Koordinatbyten
1.4.1 Cylinderkoordinater

Passande koordinatbyte vid berdkning av integralen 6ver cylindriska former.
Variablerna i trippelintegralen blir, istéllet for x,y och z, p, ¢ och z.
Har vi en cylinder med raka sidan i z-led blir granserna i leden foljande:

e p-led: 0 — r dér r ar radien pa cirkeln.
o ¢-led: 0 — 27 (eftersom det &r hela cirklar i &ndarna)
e 2-led: Samma som i tidigare z (eftersom cylindern &r rak i z-led.)

Byt ut x,y och z respektive drdydz i trippelintegralen pa foljande sétt.

(@,y,2) = (p, ¢, 2) (6)
z = pcos(p)
y = psin(y) (7)
dxdydz = pdpdpdz (8)

For att koordinatbytet ska ge samma area behover man multiplicera med Jacobianen,
vilken &r p i detta fall.



1.4.2 Sfariska koordinater

Passande koordinatbyte vid berdkning av integralen 6ver sfériska former.
Variablerna i trippelintegralen blir, istéllet for x,y och z, r, 6 och ¢.
Har vi en sféar blir granserna i leden foljande:

e r-led: 0 — R dér R dr ldngden pa radien i sfiren.

e O-led: 0 — 7 eftersom vi vill integrera hela sidan pa sfaren. # &r vinkeln mellan
positiva z-axeln och vektorn (x,y, 2)

o ¢-led: 0 — 27 eftersom vi vill integrera hela varvet runt. ¢ &r vinkeln mellan
positiva z-axeln och vektorn (z,y,0).

Byt ut x,y och z respektive drdydz i trippelintegralen pa foljande sétt.

(z,y,2) = (1,6,0) (9)

x = rsin(0) cos(¢)
y = rsin(f) sin(¢) (10)
z =1 cos(0)

dxdydz = r?sin(0)drdode (11)

For att koordinatbytet ska ge samma area behéver man multiplicera med Jacobianen,
vilken &r 7?2 sin(6) i detta fall.

1.5 Multipelintegraler

For integraler i R™ anvidnder man beteckningen

/.../Df(xl,...,xn)dxl...dxn

/D F(2)dz.

Man definierar volymen u(D) av ett kvadrerbart omrade D i R™ som

eller kortare

u(D) = /D 1d7.



Exempel: Lat B, vara det n-dimensionella enhetsklotet och u(B,,) beteckna dess
volym. For bestdmning av volymen av enhetsklotet B, i R™ har vi rekursionsformeln

1(Br) =2
p(Be) =
wW(By) = Zu(B,—s), n=34,..

Lat p, = p(B,) = [, 1dZ. For att bevisa rekursionsformeln kommer vi inféra ett
lemma.

Lemma: Forr > 0, lat

B,, = {T e R"| | 7" <} (12)
Da dr
:u(BnJ’> = fpr" (13)
Beuvis av rekursionsformeln.:
p =2
H2 =T

_ 27
Hn = 7,”%—2

For n storre eller lika med tre skriver vi:
n n—2
1> HfH2:Zx?—>xi_l+xi§1—fo (14)
i=1 i=1

Fixerar vi hogerledet sa blir vénsterledet en tva dimensionell cirkelskiva. Cirkelski-
vans area blir da 7(1 — 2?2—12 r?). Projektionen av B, pa i...T,_» planet blir B, .
Da kan volymen uttryckas som:

n—2
iy = / Az = / ™ (1 - Z:ﬁ) dey...dz, s (15)
Bn Bn72

i=1

Integranden kan skrivas om. Lat g(z1...2,_2) = y/So1; 22 och h(u) = 1 — u®. Da ér

Mg(xytn o) =1 =322 dir 0 < g < 1.

Integration med hjélp av nivakurvor ger da:

o, = 7T/O h(uw)V'(u)du (16)



Dér V(u) ér en n— 2 dimensionell volym av {Z € B,,_»|g(Z) < u} = Bj,_2,, dvs n —2
dimensionellt klot med radie u. Lemmat ger v(u) = g, _ou™ 2.

1 d 2
"= 1_ 2\ 7 . nf2d =, 17
" w/()( ) " )l = 2 g (17)

Vilket skulle visas.

1.6 Tillampningar av trippelintegraler

Om ett foremal med densitet p = p(z,y,z) ockuperar ett kompakt kvadrerbart
omrade D C R? da ges dess totala massa av

M= [ [ [ oty 2oy

Medelvirdet av en funktion f: R® — R éver D C R3 ges av

%)//Lf(x,y,z)dxdydz_fffl’ (2,9, 2)dudydz

fffD ldxdydz

Masscentrum ar medelvirdet av positionerna av foremalets massa och ges av

1
m= |my|, my= M///Dxp(x,y, z)dxdydz (m, och m, pa samma sétt ).

Exempel: Bestdm masscentrum fér en homogen kropp D som begransas av xy—planet

och paraboloiden z = 1 — 2% — y/%.

Losning: OBS! Homogen betyder konstant densitet och dérfor aterstar det att bestdimma
masscentrum enligt

fffD zdxdydz
I [ [, dedydz’

OBS! Pa grund av symmetrin ligger masscentrum pa z—axeln som betyder att m, = 0
och m, = 0. For att bestdmma m, hanterar vi de tva trippelintegralerna. Projektionen
pa xy—planet blir (D) = {(x,y)|z* + y*> < 1}. Vi bérjar med ndmnaren:

///dxdydz—// (/le_y dz)dxdy—// (1 — 2? — ?)dudy

6

m, = (m, och m, pa samma sétt ).



2 pl 2 4o
_ e v L
—/0 /0(1 r=)rdrdd 27r[2 4]0 5

Téljaren blir:

z=1—22—y2 1
/// zdxdydz:// / zdz d:r;dy:—// (1—2*—y*)?dxdy =
D w(D) z=0 2 n(D)
1 27 1 T
— 1 _2)\2 ———
2/0 /0 (1 —r°)*rdrdd 5

Vi far alltsa

s
_ 5 _ 1
m, = w 5
2
Svar: Kroppens masscentrum &r
My 0
my | = (1)
m, 3

2 Kurvor

Den forsta foreldsningen under ldsvecka 5 introducerades studenten till kurvor. Det-
ta avsnitt av flervariabelanalysen visar sig ha flera tillimpningar inom bland annat
mekaniken. Innan dessa tas upp behévs dock en rigoros definition:

Definition 1: Ldt a < b. En vektorvird funktion 7 : [a,b] — R™ av klass C*, dir para-
metern t — 7(t) = [x1(t)...2,(t)]", kallas en parametriserad och orienterad C* kurva.

Observera att kurvan, formellt sett, bara ses som viardeméngden av den vektorvirda
avbildningen.

2.1 Enkla och slutna kurvor

For att kunna diskutera kring enkla och slutna kurvor behéver vi inféra tva begrepp.
Om vi betraktar 7 som i Definition 1 sa géller:

e 7(a) betraktas som startpunkten for kurvan.
e 7(b) betraktas som slutpunkten for kurvan.
Vi sdger da att kurvan ar sluten om den uppfyller att 7(a) = 7(b). Kurvan kallas

istallet enkel om a < t; <ty < b= 7(t;) # r(t2)Vt1,ty € [a,b).
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1) 2)&
3) 4)

- o

Figur 1: T figuren ovan presenteras olika exempel pa kurvor i R?. 1) ir ett exempel
pa en enkel och osluten kurva. 2) &r istéllet sluten och enkel. 3) &r varken sluten eller
enkel medan 4) dr sluten men ingen en enkel kurva.

2.2  Orienteringsbyten

Nér vi behandlar kurvor sa spelar orienteringen, eller riktningen ldangs med vilken vi
vandrar 6ver kurvan, ofta en betydande roll. Ibland kan man behéva gora ett sa kallat
orienteringsbyte. For ett sadant byte, sa ror man sig fortfarande lings samma kurva,
fast baklanges.

Med det sedan tidigare inforda 7 : [a, b] — R", som i Definition 1, sa fas orienterings-
bytet genom att lata 3: [a,b] — R™ dér

5()

vilket triviellt uppfyller randvillkoren §(a) = 7(b) och analogt §(b) = 7(a).

Fb+a—t) (18)

2.3 Parameterbyten

Ett parameterbyte medfor att kurvans vardeméngd och orientering forblir oférandrad.
Som en direkt foljd, sa betraktas kurvor som uppkommer ur varandra via parameter-
byten betraktas, som identiska.

Om vi later 7 : [a,b] — R"™ och §: [c,d] — R vara tva C* kurvor. Da giller att de
ar olika parametriseringar av samma orienterade C* kurva om det existerar en en
viixande och bijektiv C* funktion ¢ : [a, b] — [c,d] sa att 7(t) = 5(p(t))Vt € [a, b].



Exempel: Tag den rita linjen som férbinder punkterna (0,0) och (1,1) i R?. Denna
linje kan parametriseras pa oandligt manga vis. Som exempel kan vi bilda féljande
parametriseringar:

Fl(t):tG),OStSl m(t) = (t—1) G)JStS?

Likasa behover parametriseringen inte vara linjér i variabeln ¢, utan vi kan bilda en
parametrisering pa formen:

Fg(t):\/EG),ogt§1

Trots att bilden av de olika parameterframstéllningarna &r identisk, sa kan dessa
parameterbyten fa konsekvenser i andra sammanhang. Om vi exempelvis viljer att
betrakta parametern som en tid, sa kan vi finna att hastigheten inte behover vara
densamma i en gemensam punkt for de olika parameterframstéllningarna.

2.4 Hastighet, fart och acceleration

For en C'-kurva av formen 7: [a,b] — R", dir ¢ € [a,b] och tolkas som tid definieras
e 7'(t) som hastigheten vid ¢,
e ||7/(t)|| som farten vid ¢.

Om 7 dr av klass C? definieras dven 7" (t) som accelerationen vid ¢.

2.5 Langd

For en C'-kurva av formen 7 : [a, b] — R™ &r totala lingden av kurvan

L:/abds:/abHF’(t)Hdt, (19)

dér ds ar lingdelementet pa kurvan. En forstaelse for (19) kan fas genom att betrakta
en partikel som foljer kurvan 7. Pa en infinitesimal tid dt ror sig partikeln dif = 7/ (t)dt
med langden ds = ||dr]| = ||77/(t)]|dt. ds kallas langdelementet pa kurvan och ger upp-
hov till (19) nér den integreras 6ver kurvans start- och slutpunkter.

Sats 1. Lingden av en C'-kurva beror inte pa dess parametrisering eller orientering.



Beuvis. Lat ¢ : [a,b] — [c,d] vara en viixande C'-funktion. Dess parametriserade
kurva ges av 7(t) = §(p(t)), ddr a < ¢ < b. Den nya langden blir da

lf:['wﬁmmuzbﬂiﬁ%ﬁlz 15" ()] - (8) dt =

[]

Ett specialfall &r om kurvan ir en funktionsgraf i R?. Da dr en naturlig parametrisering
av kurvan

dér f(z) beskriver funktionsgrafen. Eftersom

i) = {f’éﬁ)}

ger (19) att

Lz/HWmHMI/»ﬂ+W@PM, (21)

dér a och b dr kurvans start-, respektive slutpunkt.

2.6 Skalarprodukt
Sats 2. Lat i : R — R", v: R — R" tillhéra klass C. Da gdller

) - 90 = (1) - 5(0) +70) - 7() (22

10



Beuwis.

u 7d
= 2 %(Uz(t)vz(t)) (23)
=" w (1) vz(t)+ZuZ(t) vi '(t)
= '(t)-o(t)+a(t) v'(t)
O

3 Ytor

I den andra foreldsningen, ldsvecka 5, behandlades bland annat ytor och ytarea. Vi
borjar med att introducera parametriserade C* ytor

Definition 3.1. Lat D C R? vara en kompakt kvaderbar méngd och k,n € Z vara
konstanter som uppfyller k& > 0,n > 2. Da kallas en C* funktion ¥ : D — R" for en
parametriserad C*-yta.

Anmdarkning. 1 flervariabelanalysen behandlas huvudsakligen specialfallet da n = 3.

3.1 Berikning av ytareor

Idén bakom beridkning av ytareor till parametriserade C*-ytor &r att forst dela upp
dem i infinitesimala parallellogram. Vi later (s,t) vara ett hérn av en infinitesimal
axelparallell rektangel och (s + ds,t + dt) vara det motstaende hérnet. Om vi nu
tillimpar 7 funktionen pa rektangeln far vi ett parallellogram med ett horn 7(s, t)
och motstaende horn 7(s + ds, t + dt).

Anmdrkning. Som vi vet fran linalgen gar det 1itt att berdkna arean av ett parallel-
logram med hjalp av kryssprodukten av de tva vektorerna som spanner upp det.

U=r(s+dst)—71(s,t) ~ %-ds
. . or
(s, t 4+ dt) — (s, t) =~ a-dt

l®»

(24)

v
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Alltsa blir den infinitesimala arean d.S

ds = || x

:‘81“ s x T dtH
_‘@ or

Js ot
85 X a dsdt

Om vi integrerar 6ver D sa far vi hela arean

dS dsdt

7’ H‘

Det finns ett antal specialfall da detta uttryck kan forenklas.

3.1.1 Specialfall funktionsgraf
Om ytan ges av en funktionsgraf kan uttrycket forenklas. Da har vi
Y ={(z,y,2): (z,y) € D CR* Nz = f(z,9)},

med den naturliga parametriseringen

T
Mlz,y) =1 v
f(z,y)
. 1 o 0
— ﬁ: 0 @: 1
(933 / ay /
fx Y
. Ty Zz —f!
:?x?:l@f;: ~f,
X /
Yoo op 1
or T
12 12
:‘83 T dsdt = ,/f$+fy—|—1

Ytarean blir alltsa

[ [ T

12
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(26)

(28)

(29)



3.1.2 Specialfall nivayta

Om ytan istéllet é#ir en nivayta till en funktion F: R®* — R
Y ={(z,y,2): Fw,y,2) = cA(a,y) € D C R*}

och under antagandet att F. # 0 pa hela Y. Da blir uttrycket for ytarean

IVE]
o dady.
W
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