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1 Forelasning 7/2

1.1 Dubbelintegraler, fortsattning
1.1.1 Angaende generaliserade integraler

Om f véxlar tecken kan integralen [ p [ dx dy bero pa berédkningsmetoden ifall
den ir generaliserad. Integralen kan d& delasuppi f = f*—f,dar f*,f~ >0

Observera att |f| = f* + f, s& om ffD | fldx dy &r konvergent kommer &ven
[[p fHdxdy och [[, f~ dxdy vara det, vilket innebér att [[,, f dxdy &r kon-
vergent och kan berdknas som vanligt.

Man kan dven avgora konvergens genom jamforelse, likt med enkelintegraler.
Om det finns en funktion g > |f| pa D och ffD g dx dy ar konvergent, kommer
aven [| p |f] dz dy vara konvergent. Analogt undersoks divergens med 0 < g <

1.1.2 Integral 6ver begriansad mangd

Definition: Lat f : D — R och D C R? vara begrinsade. Lat A vara en
axelparallell rektangel D C A. fp(Z) = f(Z) om z € D, fp(Z) = 0 annars. Om

integralen existerar ar
// fdxdy = // fpdzdy.
D A



Anmarkning: Det finns manga mojliga A, men de ger alla samma resultat.
Att fp ar integrerbar ar dock inte sjalvklart, da den kan bli diskontinuerlig
pa randen dD om f € C°(D). Integration gar bra om 9D ir en nollmingd
< u(0D) =0 < D é&r en kvadrerbar méngd.

Lemma: Om f ar likformigt kontinuerlig och begrinsad pa en kvadrerbar
méangd D sa dr f integrerbar. Bevisidé: Med en tillrdckligt fin indelning kan
man "kldmma in fp godtyckligt val” mellan trappfunktionerna ¥ och @, ty:

e Pa varje ruta helt i D ar f kontinuerligt = sats 6.1.3 fungerar

e Pa varje ruta helt utanfér D ar ¥ = & =0, ty f = 0 dar.

e De rutor som skér randen har total area < € da 9D é&r en nollmingd. Om
|f| < M blir bidraget < M -& — 0

1.2 Trippelintegraler

De idéer och metoder som anvands for trippelintegraler dr dessamma som for
dubbelintegraler.

1.2.1 Volymberikning

Lat D C R? vara ett kompakt, kvadrerbart omrade. Volymen u(D) = [[[, 1dz dydz
med volymelementet dV = dz dy dz.

Vanligtvis 4&r D ett omrade mellan tva funktioner. D = {(z,y,2)|(z,y) €
E,a(z,y) < 2z < B(x,y)} dir II(D) = E C R? dr projektionen av d pa zy-
planet.

Trippelintegralen kan med hjilp av II(D) och D,, vilket &r snittet av volymen
vid héjd z, delas upp pa tva olika sétt, vilka bygger pa Fubinis sats:

///D f(as,y,z)dxdydz//nw) /Oj::)f(x,y,z) dz da dy,
///Df(x,y,z)dxdydz:/ab/Dz f(z,y,2)dedydz.



1.2.2 Koordinater

Cylindriska: Likt poldra koordinater i xy-planet, med en adderad z-koordinat.
(z,y,2) < (p,0,2), x = pecos(p), y = psin(p), z = z. dV = dedydz =
pdpdpdz.

Sfariska: (z,y,2) < (r,0,9¢), x = rsin(0)cos(¢), y = rsin(0) sin(¢), z =
rcos(0). dV = dxdydz = |J(r, p, )| dr dpdp = r? sin(0) dr dp dé.
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2.1 Multipelintegraler

I detta stycke anvéander vi oss av foljande exempel:

Exempel: Lat B, = {z € R",||Z|| < 1}, det n-dimensionella enhetsklotet. Lat
fin = pi(Bn) = an Ldz.

Notation: Om z € R" betyder [ f(z)dz = [ [ [ f(z1,22,...,2,)dz1 d2s ... day,
Sats: Vi har rekursionsformeln g = 2, po = m, p, = %’T “ fp—2, Y > 3.

Formeln for p,, ger volymen av det n-dimensionella enhetsklotet. Kontroll med

n =23 ger uz = %’T -2 = %’T, volymen av enhetsklotet i R3. Formeln stimmer.

Lemma: For r > 01at B, , = {Z € R" : ||Z|| < r}. Da ar u(Bpn,» = tnr™).
Bevis av lemma: Variabelbytet £ = rg har % = rI (dér rI &r en nxn matris)

7
d(z n B
= ﬁ = r" (en faktor per rad) = u(Bp,) = fIIi'HST-d - fl\zﬂlil A g = 1" .

(
X
Bevis av sats: n=1: B, = [-1,1] = 1 = fil de = 2.
n = 2: Cirkelskiva med radie 1 har area us = 7.

n>3: 1> @l = Y a2 e el +ad <1- Y0 2a? (i)

. . . . o 7. . . . . —2
Fixerar vi #1...2,,—2 blir (i) en tvadimensionell cirkelskiva med radie /1 — >~ " 22

och area 7 - (1 — 22:12 x?), projektionen av B,, pa x1...z,_o-planet blir B,, 5.
Fubini ger

n—2

Ly = / dzy...dz, :/ (// dep_1dzy)dzy...dx, o = 7r/ (1—2 :c?)dml...dxn,g.
B Bn_> JJ(@) Bn_» ,

n =1



Anvind metoden fér nivaytor i n—2 dimensioner. Lat g(z1...¢, o) = /321, a2,
h(u) = 1 — u?. Integranden i ekvationen ovan blir h(g(z1,...,2,_2)). I klotet
B, _2 dr 0 < g < 1. Metoden ger p, = 7rf01 h(w)V'(u)du dér V(u) &r en n — 2
dimensionell volym av {Z € B,,_2|¢g(Z) < u} = Bj_a.4, ett n — 2 dimensionellt
klot med radie u. Lemmat ger att V(u) = i, o - u" 2. Alltsa:

1 1
Hn =T - / (1 - U’Q)i(uan'U/n_%du =T MPn-2" / (1 - u2)<n - 2>un_3du =
0 du 0

w2 u"] 1 n—2 2w

’/T'ﬂan'(n_Q)'[ =T s - ( )=;-/~Ln72.5

n—2 n lo

2.2 Rekursionsformeln kan losas

Definition: Gammafunktionen definieras som
oo
['(z) = / t*~letdt, z € C, Re(z) > 0.
0

Den har egenskaper:

1. T(z+1) = 2T'(2)
2. T(n+1) ! f6r n > 0 heltal
3. I'(3) =7

Volymen av B,, ar u, = F( +1) for n > 1.

tee M o— - VT _ T T
Bev1s.n—lgerm—m—m—271_2ger,u2_ﬁ L=
n > 3 ger

L G e NG N
pn—2  T(5+1) a5 2r(%)-ws x5 om

Tilligg: En n — 1-dimensionell sfir i R™ &r S"~! = {z € R : ||z|| = 1} dvs
Sl = 9B,. dV = Adr, motiverar A, = ytarea(S"~!) = L(u(By,))|r=1 =

n
nﬂ'2 2m2

r(ﬂn r )|T—1*nﬂn§An*nﬂn:m* INESE

Alltsa A,, = (

m\ﬁ M‘q
—



2.3 Tillampningar av trippelintegral

Massberikning: Lat omrade D C R? vara kompakt, kvardrerbart, och ocku-
peras av en foremal med densitet p = p(z,y, z). Dess massa ges av:

M= ///Dp(x,y,z)dxdydz.

Medelvirde: Lat f: R? — R pa D C R? sa ges dess medelvirde av:

- 7# v o) da Zﬁfffo(x,y,z)dxdydz
Ip =D ///Df< ) dedydz = S e

Masscentrum: Medelvardet av positionen av foremalets massa kan &ven skri-
My

vas som en vektor m = |m, |, dir m, fas genom:
my

1
Mo = 77 ///D xp(z,y,z)dedydz.

my och m, kan fas pa samma satt.

Troghetsmoment: Trippelintegraler kan dven beskriva troghetsmoment kring

en axeln L:
Iy = /// pd? dx dy dz
D

Dér d = d(x,y, z) och ar avstandet fran (x,y, z) till axeln L.
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3.1 Kurvor

Definition: 14t a < b. En funktion 7 : [a,b] — R™ av klass C* med notation t
= 7(t) = [21(t), ..., 7o (t)]T kallas parametriserad och orienterad C*-kurva.

Kurvan har startpunkt 7(a) och slutpunkt 7(b). Kurvan &r sluten om 7(a) =
f(b), och enkel om a <t <ty <b= ’F(tl) 75 f(tg)

Fysikalisk tolkning: En partikel ror sig fran 7(a) till #(b) med position 7(t)
vid tiden t.



3.2 Orienteringsbyte

Orienteringsbyte ger samma bana, men baklanges. Byt 7 : [a,b] — R™ mot
5:[a,b] > R" dar 5(t) =7F(b+a—1t),a <t <h.

3.3 Parameterbyte

Behaller samma kurva, dvs viardeméngd, och orientering, men dndrar vilka pa-
rametervarden som tillhor vilka punkter.

Om 7 : [a,b] — R™ och 5 : [¢,d] — R™, C*-kurvor. De ér olika parametriseringar

av samma orienterade C* om Jp : [a,b] — [c,d] dr en viixande bijektiv CF-
funktion sa att 7(t) = 5(p(t)) Vt € [a, b].

3.4 Hastighet, fart, acceleration

t tolkas som tid.
Definition: Lat 7 : [a,b] — R™ vara Cl-kurva och t € [a,b]. 7(t) kallas

hastigheten vid tid ¢. || 7/(¢) || kallas farten vid tid ¢. Om 7 ir en C?-kurva
har vi dven accelerationen som &ar 7 (t) vid tiden t.

3.5 Langd

L&t 7 : [a,b] — R™ vara en C'-kurva.

Hastighetsvektorn 7 (t) ar tangent till kurvan i samma riktning som orienterin-
gen. Pa en infinitesimal tid dt ror sig partikeln df = 7/(¢)dt med langden
ds =|| dF ||=|| 7'(¢) || d¢t. ds (ibland dr) kallas 1angdelementet pa kurvan.

Den totala langden av kurvan ar

b b
L:/ ds:/ 178 | dt.

Sats: Lingden av en C''-kurva beror ej pa parametrisering eller orientering.

Saysen kan visas pa foljande sétt: Lat ¢la,b] — [c,d] vara en vixande och
bijektiv C!-funktion 7(t) = 5(¢(t))a < t < b. Den nya lingden blir d&

d b
L*Z/ 5" (u) | dU=...=/ | 7/(t) || dt = L.



I ekvationen utnyttjar man variabelbytet u = o(t).

Ett speciallfall &r nir kurvan #r en funktionsgraf i R?, alltsd y = f(z). D& &r
det naturligt att parametrisera 7 med x och f(x). Da far man

b
L= / V1T f(z)2da.

3.6 Skalarprodukt

Sats: 1at @: R — R™, 7 : R — R"” vara C'. D4 &r

d, _ _ _ _ —
2 (@®) - v(t)) = a'(t) - o(t) +ut) v’ (t).

Bevis:
d, L d N d
2 (@(®) - v(t)) = u’(t) - o(t) +u(t) ()—gzuz(t)vz(t)— 7 (wi(t)vi())
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4.1 Ytor

Definition: Lat D C R? vara en kompakt och kvadrerbar mangd, k > 0, n > 2.
En C*-funktion 7 : D — R™ kallas da for en parametriserbar C*-yta.

Man kan ha ytor i godtyckligt manga dimensioner, men héar fokuserar vi pa ytor
i tre dimensioner.

4.2 Ytarea

For att bestdmma arean av en yta studeras infinitdecimala axellparallela rek-
tanglar, vilka avbildas pa parallellogram med 7. @ och v &ar parallellogramets
sidor i vektorform och de kan linjariseras enligt foljande

_or

ds

u=7(s+ds,t) —7(s,t) 3
s
v ="7(s,t +dt) —7(s,t) = %dt.



Den infinitdecimala arean, ds, blir da [|42 x 27|| dtds och med hjilp av detta
berdknas den totala arean enligt detta

ds =

7 OF
—|| dtds.
ot H °
4.2.1 Specialfall 1 - Ytan ges av en funktionsgraf

Y = {(z,y,2)|(z,y) € D CR? 2z = f(x,y)}
m(x,y) = (z,y, f(z,y))
o or

I detta fall blir ytarean
/ / \/ 2 1 dudy.

4.2.2 Specialfall 2 - Nivayta till en funktion: F:R?® — R

Y = {(z,y,2)|F(2,y,2) = C, (z,y) € D C R*}.

Antag att f. # 0 pa hela ytan, ytarean blir da
F
[,
p=ni(y) [l

4.3 Fysikalisk tillampning av skalarprodukt

Antag att en partikel med massa m som foljer en C? kurva. 7 : [a,b] — R3.
Fordandringen i kinetisk energi ar

b
gl O = Gl @I = gm [ L7 )i =

b b b
%m/a %(F’(t)-?’(t))dt:/a (mf”(t))-f’(t)dt:/a F(t)

F iar kraften som verkar pa partikeln. Oftast beror F bara pa positionen men

inte pa t1den I ett statiskt vektorfilt F' R3 — R3 far vi da kurvintegralen

f F(r '(t)dt. Arbetsintegralen ger da att arbetet kraften utfor pa partikeln
forandrmgen i partikelns energi.



4.4 Kryssprodukt

Lat w R — R3 och v: R — R3 vara C1. D& ar

d

2 (@) x0) =a'(t) x o(t) + 7 x 7' (2).

Bevis: Anvind samma idé som i beviset for skalarprodukt.

4.5 Fysikalisk tillampning av kryssprodukt

Definition: En partikelns rorelseméngdsmoment kring origo ir L = m(7 x )
dar 7 ortsvektorn och v hastigheten.

Definition: En partikel foljer en centralrorelse kring origo om kraften den
upplever alltid ar riktad mot origo.

Antag att en partikel med position 7(t) foljer en centralrorelse kring origo =
L(t) = m(r(t) x 7'(t)). Da blir

%(L(t)) =m(F'(t) x 7' (t) +7(t) x 7" '(t)) = 7(t) x (mr"'(t)) = 7(t) x F(t).
Att det #r en centralrorelse ger att F(t) och 7(t) #r motriktade och dir ar

_ d -
Tty x F(t) =0 = ﬁ(L(t)) = 0 vilket innebér att rorelseméngdsmomentet

ar konstant. Nagra konsekvenser som foljer &r:

d _
Konsekvens 1: %(F(t) x7'(t)) =0 = 7(t) x 7 '(t) = C vilket betyder att
7(t) och ©(t) spanner upp ett fixt plan = Partikeln ror sig i ett plan.

dA
Konsekvens 2: Arean av triangeln dA = 1/2||7(t) x 7 '(¢)||dt = - ar

konstant. Da sveper partikeln ut en area kring central punkten med konstant
takt.

Av konsekvens 1 och 2 foljer sedan Keplers lagar.



