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1 Mangder och kurvintegraler

1.1 Definition av sammanhingande méingd

En méngd ér sammanhingande om den inte kan delas upp i tva icketomma delméngder
X, Ymed XNY #@och XNY # 2.

1.2 Definition av bagvist sammanhiangande méangd

En méngd M C R" &r bagvist sammanhéngande om varje par av punkter i M kan forbindas
med en C%-kurva helt i M.

En bagvist ssmmanhéngande 6ppen méngd D C R"™ kallar vi domén.

1.3 Definition av kurvintegral

Lat D C R™ vara en domin, 7 : [a,b] — D en Cl-kurva, och F : D — R" ett C°-
vektorfalt.

I= f; F(r(t))-r'(t)dt kallas d& for kurvintegralen av F' 6ver kurvan »(t).

Kan tolkas som arbetet som utrattas av F' langs kurvan.



1.4 Sats

SATS:
1. I &r oberoende av vilken parametrisering som anvands.
2. I byter tecken vid orienteringsbyte.

BEVIS:

1. Sambandet mellan ¢ < ¢t < b och en annan parameter u har formen ¢t = ¢(u) dar
¢ #r en vixande C'-funktion pa ett intervall [, 3] med p(a) = a och p(B8) = b.
Framstéallningen av r i parametern v ar da:

ur— r(p(u)), a<u<p.

Berikningen av f7 F - dr blir da:

o d B

_ F(rlpu)- gor(edu= [ Fir(p(u) - r'(py (u)du
_|t=ew o /
B [dt:@/(u)du] -/ F(r(t) - r'(t)dt.

Alltsa kurvintegralen for parametern a < t < b.
2. En parametrisering av kurvan r i motsatt riktning &r:
ur—r(a+b—u), a<u<b,
dar startpunkt &r r(a + b — a) = r(b) och slutpunkt r(a + b — b) = a. Vi far da:

b
/u:aF(T(a—l—b—u)~%r(a+b—u)du: gt = —du

t—(a+b—u)]

“ b
:/t:bF('r(t)).r'(t)(—l)(—dt).:—/t: Fr(0) - (1)

1.5 Notation for kurvintegraler

1. v &r en vanlig beteckning av en kurva.

2. Vanligt skrivsitt: f; F(r(t)) r'(t)dt = f“/ F -dr.

R I _|dx B
3. I planet kan vi skriva: F = {Q] = [dy] = f7 F-dr = fv Pdx + Qdy.
I rummet skriver vi enligt samma resonemang: fﬁ/ Pdx + Qdy + Rdz.

4. Lat v1,72, ..., 7% vara Cl-kurvor dir slutpunkten fér ; #r startpunkten fér ;11 och

v =1 +72... + 7y Da ar:
k
/F~dr:Z F - dr.
v =177



5. Om « ar —v for kurvan med motsatt riktning sa &r

/ F~dr:—/F'dr.
-y y

6. Notationen fv F' - dr indikerar att v &r en sluten kurva.

1.6 Definition av sluten kurvas orientering

Lat v vara enkel sluten C%-kurva i R2. « éir positivt orienterad (moturs) om insidan ligger
till vinster om fardriktningen. Negativt orienterad (medurs) - till hoger.

1.7 Konvention

Om + enkel sluten kurva betyder fv F - dr att vi réknar med positiv riktning (moturs).

Vérdet ar oberoende av start = slut.



2 Konservativa falt

F' ar konservativt om 3¢ : F' = V¢.

2.1 Sats (9.4.2)

SATS: Lat D C R™ (dir D &r domén) och F : D — R vara konservativt med potentialen ¢.
Da far vi att V Cl-kurva v i D:

/F-dr=¢<b> ~ d(a),

dér a och b ar start respektive slut punkt for ~.

BEVIS: Tag Cl-parametrisering av = : [a,b] — R™ av . Vi vet att resultatet fir oberoende
av parameter valet.

S F-dr = [7F(r(t)) - r'(t)dt [F ar konservativt = F = V¢] = [ F-dr = [ V¢-
4 p(t)dt = [Kedjeregeln] = di = ¢(r(b)) — ¢(r(a)) = ¢(b) — ¢(a). O

FOLJDSATSER: F : D — R™, dér F &r konservativt.
1) f,y F - dr beror endast pa start och slut punkt for «y, det vill sdga oberoende av vig.

2) Om v dr en sluten kwrva i D = § F - dr = 0.

2.2 Sats (9.4.3)

SATS: Lat D C R™ (dir D dr domin) och lat F : D — R™ vara ett C° -vektorfilt.
Om f7 F - dr #r oberoende av viigen eller ekvivalent 997 F . dr = 0 for varje sluten sluten

C'-kurva v i D, da #r F konservativt.

BEVIS: Antag f F . dr ar oberoende av viagen. Vill hitta ¢ : D - Rsa F = V¢

vilj a godtyckligt. Definera ¢(x f F - dr dir v dr en godtycklig styckvis C* kurva fran
a till z.

OBS! ¢ viildefinerad pa grund av ¢(x) beror inte pa végen fran a till .

Vill visa: F = V¢ < Vb € D och i = 1,..,n giller 52(b) = F(b). Fixera i och b.
gz (b) = limy_o w. Lat ~; vara godtyckhgt styckvis C'-kurva fran a till b.
Lat 3 vara rakstréckan fran a till b+ he;. Lat vo, = 71 + v3,5, ¢(b) = f% F - dr och

¢(b+he;) = [ F-dr = ¢(b+he;) — $(b) = f%,h F . dr.




Parametrisera s, : 7(t) =b+ | ht | = [ F-dr= [ F(r(t))-r'(t)dt =

- 0 - - =
F, :
=[5 o ||kt |dt=h[ Fi(r(t))dt=h [, Fi(b+ hte;)dt.
F, :
0

= w = fol F;(b+ hte;)dt = [medelviirdessatsen| = (1 — 0)F;(b + hfe;)
diar 0 <6 <0.

= g—i = limhﬁow = F;(b) pagrund av att F € C° = F; € CV. O

2.3 Sats (9.4.4)

SATS: Om D C R" ér domén, F : D — R och F € C! giller det att F konservativ = F
virvelfritt.

BEVIS: F ir konservativt och F € C! = 3¢ € C? : F =V¢ = P = g—f och Q = g—ﬁ =

oP _ 9% _ 9% _ 0Q 0
Oy ~ OyOx ~ Oxdy ~ Oz




3 Greens sats

3.1 Sats (9.2.1) Greens sats i R?

SATS: Lat P,Q vara C'-funktioner pa en 6ppen mingd  C R? om D C Q kompakt med
rand D som utgdrs av styckvis C'-kruvor med positiv orientering r:

Pdz + Qdy = @ — a—P Ydxdy.
/. /1,65

Steg 1. Antag D reguljart i x-led, ska visa:

/é)D Pdx = 7/ —dmdy (1)

BEVIS:

Lat D = Uy D; dir D; = {(z,y)|a; <z < bj,ai(z) <y < Bi(x)}, 0D =y 4+ 72+ 73+ 7
positiv orientering.

y =ﬂ,-(x)

¥

Ska visa for varje i = 1,--- ,n:
P
7{ Pdx = —/ a—dxdy (2)
oD D, 9y
Bi(x i(x
— [p, Sydudy = [} (2 B dwdy = = [T (PG, y)] (e =

IV P, i) — [ Pla, Bila))de = [ de+f% Pdz.
f% Pdx = fw Pdz =0 p.g.a Yo och v, vertikala.

Alltsa — [ %—I;dxdy = E?:l f% Pdx = §,, Pdz, d.v.s ekvation 2.
Summera over alla delomraden 37", §,, Pdx=—3>7", [[, %—I;d:rdy =—Ip %—I;dmdy‘
Aterstar att visa 31", $op, Pdx = [, Pdz.

Idé: Alla integraler lings inre kanter tas ut; bara integralen langs randen D 6verlever, vilket
implicerar att ekvation 1 géller.



Steg 2. Om D reguljart i y-led:

_ [ %
- Qdy = / i dxdy. (3)

Detta visas pa samma sétt som Steg 1.

Steg 3. Om D reguljart i bade x- och y-led ger ekvation 1 + ekvation 3:

de+Qdy—// a—Q—a—P dady.
oD

3.2 Sats (9.4.5)

Sats: Lat p C R2 vara en}qelt sammanhéingande domén F:D — R? i ett CL- vektorfilt.
Da géller F virvelfritt = F konservativt.

Bevis: Antag

Léat v vara godtycklig enkel sluten kurva i D. Lat E vara insidan av 7. Ge v = JE posi-
tiv orientering. D enkelt sammanhingande = E C D = F ér en definerad och C! pa hela E.

F.drf = Pdz 4+ Qdy = @—B—P dxdy.
frar=1, /.G

Greens sats ger:

= F konservativt.



