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Greens formel

Greens formel séger att, under vissa forutsdttningar, sa géller for ett omrade D

oD

att

i}fpdeery:é/ (%—%) dz dy. (1)

Eller kort i ord: Kurvintegralen till randen av en yta kan skrivas om till en dubbelintegral 6ver
ytan.

Uppgift 9.10

Berékna
/y2 dr + 2% dy (2)
S

dér v ar cirkeln (z — a)? + (y — b)? = r? genomlépt ett varv moturs.
Y Y

Losning

Kurvan ar en randen till ett slutet omrade == vi kan anvanda Greens formel! Vi har alltsa att

I—%y dz + dy—//( x——y)dxdy—// (2x — 2y) dx dy. (3)

Med variabelsubstitutionen

r=a+ pcosb,
y=>b+ psiné, (4)
drdy = pdfdp
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far vi
2

(a+ pcosf —b— psin@)pdfdp

~

I
o\}ﬁ
o\

2/p (a —b) + p(sin @ + cos0)]>", dp
0

=2 p-QW(a—b)dp

o,

T

=2-27(a —b) B;FL = 2nr*(a — b).

Uppgift 9.24

Berdkna arean av omradet mellan z-axeln och cykloidbagen

{x =Sty 020 (6)

y=1—cost

Losning

Lat oss borja med att skissa omradet. For att gora det kan vi forst vélja ut nagra stickprov av x
och y for olika virden pa ¢, se Tabell [I]

Tabell 1: x- och y-vérden langs kurvan.

t T Y
0 0 0
P51 1
T T 2
3 3

571' §7T+]. 1
2 27 0

Om vi skissar detta far vi nagot likt

Y

Arean kan berdknas enligt

A://dxdy://(%x—%O) dxdy_f()dwrxdy_j{xdy. (7)
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Var kurva v ér dock inte lika med 0D, men om vi ldgger till strackan o ldngs z-axeln har vi att

fody= oy [aay ®)

Langs z-axeln ar fordndringen i y noll, dvs dy = 0, sa vi kan forenkla detta till

A:—/xdy. ()

Y

Léngs kurvan ~y géller att
r =1t —sint,

10
dy = sin t dt, (10)
sa vi har att
2 2 2
A= —/a:dy =— /(t —sint)sintdt = /sin%dt—/tsintdt. (11)
~ 0 0 0 )
I L
Den forsta integralen kan berdknas enligt
21
1— 2t
11:/%<)dt:w, (12)
0
och den andra med partiell integration,
2 2
I, = /tsintdt = [~tcost]" — /— costdt = —2r. (13)
0 0
=0
Arean &r slutligen alltsa
A=10L — I, =7 —(—2m) = 3. (14)

Potentialfilt

Ett vektorfialt F' séigs vara ett potentialfilt, eller ett konservativt filt, om det finns ett

skalarfalt U som uppfyller
F =VU. (15)

For en kurvintegral av ett potentialfilt, spelar bara start- och slutpunkterna fér kurvan roll. Med
andra ord, kurvintegralen &r oberoende av vigen.

Uppgift 9.30

Ar kraftfiltet
F = (28 = 3zy”,y° — 327y) (16)

konservativt i R?? Bestidm i sa fall en potentialfunktion U.



Losning
Lat oss borja med att integrera F,
3 2 Ly 3 59
U= [ F,de = [ 2° - 3zy dxzzlx —5%Y +g(y). (17)
Om det finns en potential U &r den alltsa lika med detta ovan, dér g(y) dr nagon funktion som

eventuellt &r beroende av y, men ej beroende av x. Lat oss nu derivera U m.a.p. y och jamfora
med £,

ou ; ; 1

3y =9 (y) =32y =9y’ -32%y = Jy=y" = gy= Zy“ +C.  (18)

Det finns alltsa en potential U som ges av
L4 29, 1 4
U=-2"—-ay"+-y +C (19)

for godtycklig konstant C', och F' &r alltsa konservativt.

Uppgift 9.39

Berédkna kurvintegralen

dér v dr kurvan x = y? fran (1, —1) till (4, —2).

Lo6sning

Jobbig integrand, men den ser ut att ev. ha en potential vilket skulle kunna underlédtta. For att
undersoka detta, lat oss forst notera att

22—y = _ . (=1) (21)
x
vilket ger oss att
U:/ 5 dy—x\/xz y+g(x (22)
Lat oss nu derivera U m.a.p. x sa far vi
= \/mQ—y—l—x-—l
22—y

Vi har alltsa att det finns en potential U som ges av

U=azy2?—y+C. (24)

Alltsa ges integralen av att ta potentialen i slutpunkten minus startpunkten,

/F-dr:U(4,—2)—U(1,—1) 4 —2) — 1,/1?
=4V/18 — V2 =12V2 — V2 = 11V2.

4

2 +4(x) = gx)=C. (23)



Uppgift 10.62

Ar u = (22y%2, 22%y2, 2%y? — 22) ett potentialfilt? Berdkna

/u -dr (26)

v

langs kurvan ~ given av r(t) = (cost,sint,sint), t € [0,7/2].

Lo6sning

Lat oss borja med att undersoka huruvida w &r ett potentialfialt. Vi borjar med att integrera
r-komponenten,

U= /u$ dzr = /2xy2z dz = 2*y*2 + g(y, 2). (27)
Lat oss nu derivera m.a.p. y och jamféra med u, sa far vi
ou 2 / 2
B 20°yz + g, (y,2) = 22%yz = g(y,2) = h(2). (28)

Lat oss nu derivera m.a.p. z och jamféra med w, sa far vi

%—g =22 +h(2) =2 -2z = h(z)=-22+C. (29)

Det finns alltsa en potential
U=2%*2— 22+ C. (30)
Alltsa ér det bara startpunkten (cos 0, sin0,sin0) = (1,0, 0) och slutpunkten (Cos 5, sin g, sin g) =

(0,1,1) som paverkar var kurvintegral. Den &r alltsa

/u-dr:U(O,l,l)—U(l,0,0) —(—1)—0=—1. (31)
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