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1 Forelasning 13, vecka 6

1.1 Generaliserade integraler

Om en funktion f véxlar tecken kan [, p fdxdy bero pa berdkningsmetoden. f kan da delas upp som
f = fT —f~. Observera att |f| = f* + f~, sa om [[},|f|dxdy konvergerar maste [[, f*dzdy och
[Jp f~ dx dy konvergera, vilket ger att [[,, f dx dy konvergerar. Alltsa géller att absolutkonvergens medfor
konvergens.

Om 0 < g < foch [[,gdrdy divergerar ger det enligt liknande resonemang som ovan att [[,, |f|dzdy
ocksa &r divergent och déarmed att [[, f dxdy ér divergent.

1.2 Integral over begransad mangd

Lat f: D — R och D C R? vara begrinsade, och A O D vara en axelparallell triangel sa att fp(x) = f(x)
om X ar en utvidgning, och 0 om den inte ar det.

Da ér [[, fdedy = [[, fpdxdy om integralen existerar. Med andra ord finns manga mojliga A men
eftersom A inte paverkar D blir slutresultatet detsamma.

Ett lemma séger att om f &r kontinuerlig och begrinsad pa en kvadrerbar méngd D sa ar f integrerbar.
Tanken bakom lemmat ar att mangden D kan delas upp i sa sma delintegraler att méangden far plats mellan
tva trappfunktioner ® och ¥ eftersom:

1. Varje ruta helt i D &r kontinuerlig per definition.
2. Varje ruta helt utanfér D ar 0.
3. Rutor som skar randen 0D har en total area mindre &n € eftersom 0D &r en nollméngd.

Om randen till ett kvadrerbart omrade ér styckvis C! kan ¢ : [a,b] — R? definiera randens kurva och
virdeméngd. Om ¢ ir styckvis C° kan ¢ : [a,b] — 0D bli surjektivt, och det medfér att D ej dr en
nollméngd. Da fyller randen ett utrymme.

1.3 Trippelintegraler

Trippelintegraler ar precis som dubbelintegraler en underklass av multipelintegraler. Volymer kan beréknas
med hjalp av trippelintegraler. Lat D vara ett kompakt kvadrerbart omrade. D kan da ges av:

D:{(x,y,z)|(x,y)EE,oz(x,y)gzg,B(x,y)} (1)

dir E C R? ir projektionen av D pa xy-planet. Vi noterar denna projektion som II(D) = E.
Precis som for dubbelintegraler kan vi anvénda oss av Fubinis sats. Detta gar till enligt ekvation 2 och 3.
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2.1 Multipelintegraler
2.1.1 Notation

Multipelintegraler 6ver n variabler betecknas pa samma sétt som for dubbelintegraler och trippelintegraler.

// f(z1,29,...,xp) drrdas .. . day,
D

2.1.2 Enhetsklot

Ett exempel pa anviandingen av multipelintegraler ar berdkningen av volymen av ett n-dimensionellt enhetsklot.
Detta kan beriknas med multipelintegralen:

// ldxidzs ... dz,
D

dir D ={z e R" | |z| < 1}.
Sats. Volymen u, hos det n-dimensionella enhetsklotet kan beskrivas med den rekursiva formeln:

2w
1 =2, =T, b = o Hn—2

For att genomfora beviset anvidnds dven ett stodlemma. Rekursionsformeln kan l6sas och skrivas pa en
implicit form, men da behéver vi en ytterliggare funktion, ndmligen gammafunktionen.
2.1.3 Gammafunktionen

Definition.
F(z):/ t*~letdt
0

Gammafunktionen ar en generalisering av fakultet som &r kontinuerlig Vz € C déar Re(z) # Z~. Gammafunktionen
har féljande intressanta egenskaper:

1. T(z+1) = 2T'(2)
2. I'(n+1) =n!
3. I'(3) = /7 (Gaussiska integralen)
Med hjalp av gammafunktionen kan volymen av n-dimensionella enhetsklot beskrivas med formeln:

7.[.71/2

Mn = F(g T 1)
2.2 Mekaniktillampningar

Dubbel och trippelintegraler kan tillimpas pa flera olika sétt inom mekaniken. De frimsta anvindingsomradena
ar bestimmning av massa, medelvirde, masscentrum och troghetsmoment. Om vi arbetar i R? istéllet for
R3 anvinds dubbelintegraler istallet for trippelintegraler i foljande ekvationer.

2.2.1 Massa

Om ett foremal ockuperar ett kompakt kvadrerbart omrade D C R3 och har densitet p = p(z,y, z) kan
massan M bestammas med trippelintegralen:

M= [[[ a2 draya:



2.2.2 Medelvarde och masscentrum

Medelvirdet av f : R® — R pa D C R? ges av:

fp= i///jjf(x,y,z)dmdydz

_ fffD f(xayJ) drdydz

[y ldzdydz
My
Masscentrumet &r en vektor m = |m, | som beskriver medelvéardet av positionen av féremalets massa.
m

1
My = M///Da:p(x,y,z)dxdydz

2.2.3 Troghetsmoment (Ej examinerbart)

my och m, tas fram analogt.

Troghetsmoment kring axeln L kan beskrivas med trippelintegralen:

I, = /// p€2 dx dy dz’ Dar ¢ = £($7y, Z) ar avstandet till axeln
D
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I detta avsnitt behandlas kurvor inom matematiken, bade vad géller egenskaper och tillimpningsomraden.

3.1 Matematiska kurvor

En funktion av klass C* sadan att r : [a,b] — R™, dir t v r(t) = [x1(t), ..., 7,,(t)] siigs vara en parametriserad

och orienterad C*-kurva.

Observera att en funktionsgraf i en dimension &r en kurva, men att det motsatta inte nédvandigtvis

stammer.

3.2 Typer av kurvor

Kurvor kan klassificeras utifran ett antal beskaffenheter. I denna foreldsning behandlas slutna och enkla
kurvor samt kurvor med badadera respektive ingadera egenksaper. Nedan foljer en utredning av de typer

av kurvor som omnamnts.
En sluten kurva &ar en kurva vars startpunkt och slutpunkt sammanfaller, vilket framgar av figur 1.

Kurvor med egenskapen att inte korsa sig sjdlva sags vara enkla, se figur 1. Mer formellt géller att enkla

kurvor uppfyller att
r(t1) # r(t2)

Vtq,to sadana att a <ty < to < b.

0

GLUTEN ENKEL 06k
WRVH QTN RV

Figur 1: Bilder som askadliggér hur en sluten, en enkel och en bade sluten och enkel kurva kan se ut.



3.3 Kurvor och parameterbyten
Betrakta C*-kurvorna r och s som uppfyller
r:[a,b] - R"

s: [e,d] — R".

r och s sigs utgora tva olika parametriseringar av samma kurva det existerar en vixande och bijektiv
C*-funktion ¢ sddan att

@ : [a,b] = [e,d].

Da giller att r(t) = s(e(t)), vilket visar att en given kurva kan parametriseras pa fler &n ett sétt.
Resonemanget kan i sjilv verket anvéndas for att bekréifta att kurva kan parametriseras pa ett odndligt
antal sitt. Detta implicerar att en kurva inte kdnnertecknas av sin parametrisering, varfor parameterbyte
inte resulterar i erhallandet av en annan kurva.

3.4 Fysikalisk tolkning av kurvor

Det &r i allmédnhet mojligt att beskriva en partikels tidsberoende forflyttning i rummet med hjélp av en
kurva. Detta gors i allménhet genom att den givna parametern som tiden.

Definition. Lat r(t) : [a,b] — R™ vara en C'-kurva och t € [a,b], dér ¢ betecknar tid.
Da svarar

e r'(t) mot hastigheten vid tiden t
e ||r/(¢)|| mot farten vid tiden t

e r”(t) mot accelerationen vid tiden t

3.5 Langden av en kurva

Lat r : [a,b] — R™ vara en tidsberoende C'-kurva, dir t betecknar tiden och t € [a,b]. Drag nytta av att
r'(t) ar en tangentvektor till punkten r(¢) pa kurvan och har positiv riktning, dvs. samma riktning som den
givna orienteringen.

Antag vidare att r beskriver en partikelrorelse och lat dt vara ett infinitesimalt tidsintervall.

Da giller att normen av vektorn dr(t) = r(t)dt kommer att motsvara den stricka ds som partikeln
forflyttar sig under tiden dt, dvs.

ds = ||dr’(t)]| = [[x"(1)]

ds kallas vanligen for kurvans langdelement och anvands vid berékning av en kurvas langd, L. Generellt

galler
b b
L= [ ds= [ e (2)

vars tolkning bestar i att farten integreras med avseende pa tiden.

Observera att formel 2 ger det vilkdnda resultatet f6r en endimensionell kurvas langd, ||v/(¢)] = /1 + (f/(z))?3.

Sats. Ldngden av en C'-kurva beror inte pd kurvans orientering eller parametrisering.



Bevis. Beviset for orientering ar trivialt och bestar i tva teckenbyten som ger upphov till det foérvantade
resultatet.

Att parametriseringen av en kurva ar ovisentlig for storleken av kurvans langd visas enkelt genom att lata
r(t) och s(u) vara tva parametriseringar av samma kurva, samt genom att inféra den vixande och bijektiva
funktionen ¢ : [a,b] — [c, d].

Lat lingden av den kurva r(t) beskriver vara L. Genom att sétta r(t) = s(p(t)), ddr a <t < b ges den
nya lingden, L, av

d
L= [ Is'w)du.

Med hjalp av variabelbytet

underléattas rdkningen. Variabelbytet ger att

d b
L= [ I enllet) d= [
d

by ()] = or(r).

3.6 Kurvor och skalarprodukt

Sats. Ldtu:R — R",v:R — R™ vara funktioner hérandes till klass C'. Dd ger Leibniz regel att

d / !
Z(u(t) - v(t) =u’(t) - v(t) +ut) - v'(t)

Bevis.
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4.1 Ytor

Def 18t D C R? vara en kompakt kvadrerbar méngd och k > 0, n > 2. En C* funktion r : D — R" kallas
en parametriserad C* yta.
Vi tittar pa nir n =3, r: D — R?, (s,t) — [2(s,¢),y(s,t),2(s,t)] Antar att r € C".



4.2 Ytarea
Studera en infinitesimal rektangel. Da ar dA = |jlu x v|| = ||(x(s +ds,t) —r(s,t)) X (v(s,t +dt) —r(s,t))|| =

1(22) - ds x(2) - dt]
A= [ aa= [ 1G < Gpitasa

=

4.2.1 Specialfall 1

Om ytan ges av en funktionsgraf Y = {(z,y,2)|(z,y) € D C R? 2 = f(z,y)} ir en naturlig parametriserning
r(x,y) — [a:,y, f(sr:,y)]7 vilket ger att

or

I s (3 = 11,0 £2] x 01 51 = (= 1] = /T (0P + G

Detta innebar att ytarean ar

A= // \/1+ (f2)2 + (f1)2 dz dy

4.2.2 Specialfall 2

Nivayta till en funktion F : R?® — R

Y = {(z,y,2)|F(2,y,2) = ¢,(z,y) € D C R*} anta att F # 0 pa hela Y. Den impliciata funktionssatesen

ger da att det finns en funktion f sa att z = f(x,y) och f, = och fy= — 5 Vi kan d4 anviinda formeln

5
a= [\ g)zdxdy

-l VD + |F/| tE
[ I g

Nedan tittar vi vidare pa tillampningar av vad vi gatt igenom inom fysiken.

for ytarea i Specialfall 1, vilket ger

4.3 Fysiktillampningar

4.3.1 Skalarprodukt

Antag att en partikel med massa m féljer en C?-kurva r : [a,b] — R®. Foriindringen i kinetisk energi &r da:
AEg = im|r'(b)||? — $m|/r(a)||?, vilket med hjilp av analysens huvudsats samt reglen for derivering av
skélrprodukt (se 3.6) kan skrivas om som



AFEg = 1m . /b g( It/ (¢)]])2dt
K=o ] at
1

|
b
2m/a %(r’(t) (1)) dt

b

%m/ 2(r(¢) - T (£)) dt
b

- / (mr (1)) - ¥ (1) dt
b

:/ (F(r(t)) - r'(t)dt

dar F ar kraften som verkar pa partikeln. Ofta beror F pa positionen men inte tiden, t.ex. statiskt vektorfalt
(F : R® — R?). Da far vi kurvintegral eller arbetsintegralen:

b
/ F(x(t)) - v/ (t)dt
a
Arbetet kraften utfér pa partikeln &r lika med foréndringen i partikelns energi.

4.4 Kryssprodukt

Sats. Ldtu:R — R3, v:R — R3 vara C'-funktioner. Leibniz regel ger sedan,

—(uxv)=u xv+uxv

dt
Bevis. Enligt definitionen for kryssprodukten ges produkten av tva vektorer u och v som uxv = (ugv3 — ugva, uzvy — u1vs, u
Derivering efter produktregeln ger % (uxv)=u'xv+ux v vilket bevisar satsen.

4.4.1 Tillampningar av kryssprodukten

Definition. En partikels rorelsemédngdsmoment kring en fix punkt ar,
L=m-(rxv)

dar r och v ar dess ortsvektor respektive hastighet.

Definition. En partikel foljer en centralrorelse kring en fix punkt om den resulterande kraften pa féremalet
alltid &r riktad mot den fixa punkten.

Antag en partikel med position r(¢) foljer en centralrorelse kring origo. Da géller att L(t) = m(r(t) x r'(¢)),
vilket ger att

Da partikeln enligt antagandet ror sig med centralrorelse far vi att r(t) och F(¢), vilket ger att r(t) x F(t) = 0.

Alltsa ar %‘ = 0. Alltsa har vi konstant rorelsemangdsmoment L.

Detta far foljande konsekvenser:



o 4 (r(t) x1'(t)) = 0, derivatan av kryssprodukten &r alltsi nollvektorn. Detta ger att produkten
r r

(t) x r'(t) har ett konstant véirde c, en fix vektor.

e Partikelns centralrorelse runt systemets referenspunkt sveper ut en area kring samma punkt. Denna
area kan beriknas mha. sma areasegment dA = 3 - [[r(t) x r(t)|| dt vilket ger att derivatan 42 &r
konstant. Partikeln sveper alltsa ut en area med en konstant takt.

Dessa tva faktorer ger upphov till Keplers lagar for centralrorelser.



