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Optimering pa kompakta omraden

Néar man soker storsta och minsta virde av en envariabelfunktion pa ett slutet intervall, bru-
kar man normalt sett undersoka var derivatan &r noll och randpunkterna. Exempelvis om ni
undersoker funktionen

f@) =z(z—1)(z+1) (1)
pa intervallet (—1.5,1.5),

sa dr derivatan noll pa tva stéllen, men extrempunkterna ligger i grénserna.

Pa samma sétt sa kan vi undersoka ett n-dimensionellt omrades inre omrade med hjilp av dess
derivata (gradient), men vi maste ocksa undersoka dess (n — 1)-dimensionella rand.

Not: Om det finns punkter dér derivatan ar odefinierad, som t.ex. for f(z) = |z| i = 0, behover
dessa ocksa undersokas.

Uppgift 4.6

Bestam storsta och minsta vardet av
flz,y) =42y — 2zy* — 327 (2)

i kvadraten 0 < x <2,0 <y < 2.
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Losning

Omradet och dess rand ser alltsa ut sahéar:

Y
V3

Y4+ D V2

it

diar 0D =y + 72 + 73 + 74

Det inre omradet
For D:s inre omrade undersoker vi var gradienten &r noll,
Vf= (83:y2 — 2" — 6z, 82%y — 8xy3) =0

0 = 8xy? — 2y* — 62
0=_8z% —8zy> =8zxy(z —y*) = x =1y

Vi anviander sambandet vi fick ut fran den andra ekvationen i den forsta,

8y4 _ 2y4 _ 6y2 — 6y2 (yQ _ 1)
Sa en kandidat till extrempunkt &r (1,1).

Forsta kurvan

Langs kurvan v, géller att y = 0, sa randens funktion kan skrivas

fi(2) = f(2,0) = —32%, x€[0,2]

Denna funktion har sina extremvérden i z = 0 — (z,y) = (0,0) samt x = 2 — (z,y) = (2,0).

Andra kurvan

Langs kurvan v, géller att x = 2, sa randens funktion kan skrivas

foly) = f(2,y) =16y —4y* — 12, y € [0,2].

Vi deriverar och sétter till 0,

f3(y) = 32y — 16y° = 16y(2 — y*) = 0.

0 = =1 = (2,9)=(1,1).

(4)

(5)

(6)

(7)

Derivatan r alltsa noll for y = /2 (och dven for y = 0). Denna funktions extremvirden finns

alltsa bland punkterna

y=V2 (z,y) = (2,V2), y=0 (z,y) =(2,0) och y=2 (z,y) = (2,2).

(8)



Tredje kurvan

Langs kurvan 3 géller att y = 2, sa randens funktion kan skrivas

f3(x) = f(x,2) = 162° — 32z — 32> = 132° — 32z, x €[0,2]. (9)

Vi deriverar och sétter till 0,
f3(x) = 262 — 32 = 0. (10)
Derivatan &r alltsa noll for x = % = %. Denna funktions extremvérden finns alltsa bland punk-

terna

=0~ (z,y) =(0,2), z=2w (z,y) =(2,2), och xz%H(x,y}z(%,Z). (11)

Fjarde kurvan

Langs kurvan -, géller att « = 0, sa randens funktion kan skrivas

faly) = f(0,y) = 0. (12)

Eftersom vi redan inkluderat origo (fran forsta kurvan) sa far vi inga fler kandidater hérifran.

Sammanstéillning

Vi har nu ett flertal punkter som skulle kunna ge funktionens storsta resp. minsta vérde, sa lat
oss berdkna funktionsvérdena fér dem, se Tabell

Tabell 1: Funktionsvirden for kandidaterna till extrempunkter

T |y f(z,y)

1] 1 -1

0] 0 0
20 —12

2 |1 V2 4

2] 2 —12

0] 2 0
T2 | -ZL~-197

256

Funktionens storsta varde ar alltsa 4 och dess minsta ar — -

Uppgift 4.15
Bestam storsta och minsta varde av funktionen
f(z,y,2) = 2yz + 1y (13)

i omradet
>0, y>0, 2>0, 22+¢y*°+22<1. (14)



Losning

Omradet dr kroppen mellan origo och ytan skissad i Figur
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Figur 1: Den yttersta ytan av kroppen.

Omradet bestar saledes av fyra ytor samt det inre omradet.

Det inre omradet

For det inre omradet

Vaz+y?P+22<1, >0, y>0, z2>0, (15)

kan vi understka var gradienten &r noll,

of
o Y=Y

af 7

of ?

9.~ =0

Eftersom x,y, 2z > 0 i detta omrade kommer dock ingen av de partiella derivatorna nagonsin vara
noll. Alltsa finns ingen potentiell extrempunkt i det inre omradet.

Omradet i zz-planet

For omradet i zz-planet giller att y = 0, z € [0,1], z € [0,1] och Va2 + 22 < 1.

Da har vi att fi(z,z) = f(z,0,2) = 0.



Omradet i yz-planet
For omradet i yz-planet géller att x =0, y € [0,1], z € [0,1] och y/y? + 22 < 1.
Da har vi att fo(y, z) = f(0,y,z) = 0.

Omradet i zy-planet

For omradet i zy-planet giller att z = 0, 2 € [0,1], ¥ € [0,1] och /22 + 2 < 1.

Da har vi att f3(x,y) = f(z,y,0) = xy. Denna delfunktion &r inte identiskt lika med noll!
Vi ser direkt att f3 > 0, ty x och y ar bada positiva.

Vi kan dock ej maximera x och y separat, ty deras grénser &r beroende av varandra.

Vi kan déremot skriva om f3 med polédra koordinater,
1
g(r,0) = f3(rcosf,rsinf) = r*sinf cos = 57“2 sin(26) (17)

dér r € [0,1],6 € [0,7/2]. Da &r r och 6 oberoende av varandra och vi kan maximera dem var for
sig. Vi ser da att g:s storsta virde ges for r = 1,0 = 7/4, dvs.

g(1,7/4) = % 12, sin<2 : Z) _ L (18)

Det krokta omradet

For det krokta omradet, skissat i Figur , galler att z,y,z € [0,1] och \/22 +y? + 22 = 1. Hér
passar sfiriska koordinater sig vél! Vi har da

h(0, ) = f(sin b cos p, sin O sin @, cos 0)
=sinfcosp -sinfsinp - (1 + cosb)

1 19
= sin® §(1 + cosd) - 3 sin(2¢) (19)
. N——
u(0)
v(p)

dér 0, € [0, 7/2].
Funktionen h sitt max-varde da de tva delfunktionerna wu, v har sina storsta vérden.
Vi ser direkt att v(y) har sitt max-virde for ¢ = 7/4.

Den andra delfunktionen u(f) dr nagot klurigare dock, men vi kan derivera och undersoka var

derivatan &r noll,
u'(0) = 2sin 6 cos O(1 + cos ) + sin® O(— sin 0)

=sinf (20080+ 2 cos? 0 — sin? 9)
:sin9(2c089+200826— (1 —00329))
:sin9(3c0820+2cos<9— 1).

(20)

Kan vi faktorisera detta ytterligare?
Ja; att faktorisera 322 + 2z — 1 kan goras genom att hitta dess nollstdllen. De ges av

—2+4/22-4-3-(-1) 244 (1
— = - 1. 21
s - el (21)




Alltsa kan vi skriva var u-derivata

u'(6) = sinf (3cosf — 1) (cosf + 1) 2 0. (22)

1

Denna derivata dr alltsa noll antingen da ¢ = 0, § = 7 eller da cosf = 3.

Den forsta, f = 0, dr ointressant ty da &r f = 0. Den andra, 6 = 7, ar ogiltig ty 0 € [0, 7/2]. Den
tredje dédremot ger oss en extrempunkt!

Notera: Vi behover inte undersoka den krokta ytans rand ty det har vi redan gjort nér vi un-
dersokte de Gvriga ytorna.

For att berdkna sinus av denna vinkel anvander vi

1 1
sin’(arccosz) = 1 — 2> =  sin? (arccos §) =1- 32 (23)
Vi har alltsa att h:s maxvérde ar
1 x 1 1 1 8§ 4 1 16
h S =(1=2)(1+2) = =2.2.2 — 24
(arccos3’4) ( 9)(+3> 25 9’32 27 (24)
—_—— — L
sin? @ 1+cos@ ()
Sammanstéllning
Vi har hittat de lokala extremvérdena 0, %, %.
Funktionens minsta vérde ar alltsa 0 och dess storsta ;—?.
Uppgift 4.extra
Forklara (utan att rdkna nagot) varfor funktionen
x
= 25
f(x,y) T2 g (25)

antar bade ett storsta och ett minsta virde i hela R2. Bestdm sedan dessa virden.

Losning

Funktionen dr vildefinierad och kontinuerlig i hela R? eftersom inga (z,y) kan géra nidmnaren
lika med noll.

Funktionen &r vidare lika med noll i bade origo och “i oéndligheten” (ty ndmnaren véxer snabbare
dn téljaren).

Alltsa kan inte funktionen véxa obegridnsat mot +oo och maste saledes anta ett minsta resp.
storsta virde nagonstans i R2.

For att berdkna dessa, lat oss skriva om funktionen till poldra koordinater,

rcos@_ r

1472 14172
()
h(r

g(r,0) = f(rcosf,rsinf) =

-cos . (26)

Cosinusfunktionen kommer att anta sitt max i @ = 0 och sitt min i 8 = 7.



Funktionen A(r) kommer att vara noll i origo och oéndligheten, men anta positiva véirden dér
emellan. Lat oss derivera,

(1+7r?) —r(2r) 1—r?

N(r) = = . 27
M= = G 1)
Denna derivata &r noll enbart da téljaren ar noll, dvs da » = 1. Da far vi att h:s max-véirde ges
av h(l) = 3.
Funktionen f:s max- och min-véirden dr alltsa g(1,0) = 3 och g(1,7) = —3.
Uppgift 4.32
Bestdam storsta vardet av funktionen
fleyz)=s+y+= (28)
pa skédrningen mellan ytorna
P4y’ +22=2 och 2> +y*—2=0. (29)

Losning
Lat oss forst forsta vilka omraden det géller.
Det forsta sambandet 22 + y? + 2% = 2 ger oss en sfir med radie v/2.

Det andra sambandet kan vi forst tdnka pa i xz-planet, dér har vi z = 22, som vi sedan roterar,
sa ser vi att omradet dr en kopp med botten i origo.

Ytorna &r skissade i Figur

e

e " “j; l;

R T

™ rﬁ?ﬁi?,f,f,-*r'f'-i*-?‘!.:f’-:w.
’ LI

R, j”thl’“#tﬂ

i

mmm"

1h 'r i #‘l\'j\‘:"l"'\'i'll'q. i

umm;i’i", i Ll il

;.-u”fﬂﬂmr

'ilnhu m

x Y

Figur 2: Ytorna.



Forst behover vi identifiera skdrningen. Den sker da

2

2, 2
=22 + 42,
{Z ; g , — 2Z+z2=2 = z=1 (30)
2?2 =2—1x*—y

Vi kan alltsa uttrycka skédrningen med parametriseringen

r = (cost,sint, 1), t € [0,2n]. (31)

Lat oss nu infora
g(t) = f(cost,sint, 1)

=14+ cost+sint

1 1
:1+\/§<—cost+—sint
V2 V2 >

=1++2 (sin%costnLcos%sint)

— 14 V2sin(t+ 7).
Vi ser att for denna funktion giller 1 — /2 < g(t) < 1+ /2, och g beskriver f lings skirningen.
Alltsa &r funktionen f:s storsta virde pa skirningen lika med 1 + /2.

Not: Summan av tva sin-/cos-funktioner med samma frekvens kan alltid skrivas som en sin-/cos-
funktion.
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