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1 Kurvintegraler

1.1 Definition (Bagvist sammanhingande méangd)

En mangd MCR"™ &r bagvist sammanhéingande om varje par av punkter i M
kan forbindas med en C%-kurva helt i M.

1.2 Definition (Domén)

En bagvist sammanhéngande éppen méangd DCR™ kallas domén.

1.3 Definition (Kurvintegral)

Lat DCR™ vara en domiin, F: [a,b] —R" en Cl-kurva och F: D —R" ett
vektorfalt.

b
1:/ Fr) - L (1)

kallas kurvintegralen av F langs kurvan.

1.3.1 Sats

(i) I &r oberoende av parametriseringen.
(ii) T byter tecken vid orienteringsbyte.

1.4 Sats (Jordans Huvudsats)

Lat v vara en enkel sluten C%-kurva i R?. DA bestar R?\vy av exakt tva sam-
manhéngande komponenter. Komponenterna kallas insida(begrénsad) och ut-
sida(obegrinsad) och har v som rand.

Definiton: L&t « vara enkel sluten kurva i R?, 4 #r positivt orienterad(moturs)
om insidan ligger till vanster om fardriktningen. Negativt orgienterad(medurs)
om insidan ligger till hoger.



Konvention: Om v enkel sluten skrivs detta som i (2), det betyder &ven att vi
raknar med positiv orientering. Vérdet &r oberoende av vart pa kurvan man
borjarrdkna salinge man gar i ratt riktning. start = slut. Man kan fortydliga om
~ &r positivt eller negativt orienterad genom att rita en cirkel pa integraltecknet
med en pil som pekar antingen moturs(positivt) eller medurs(negativt)

51513~ch (2)

Berédkning av kurvintegraler.

(i) Parametrisering av kurvan och envariabelintergration, uppdelning i C!-stycken
ar oftast nodvandigt.

(ii) Utnyttja potentialer for konservativa falt (sats 9.4.2).

(iii) Greens sats (sats 9.2.1)

(i + ii) gar bra i godtycklig dim, (iii) gar endast i n=2

2 Konservativa falt och potentialer

2.1 Definition

Vektorfiltet F = (P, Q) sigs vara ett potentialfalt eller konservativt falt i D CR™
om det finns en C'-funktion ¢ i D sddan att V¢ = F. D4 kallas ¢ potential till
F.

2.2 Sats

Lat D CR" vara domén och F: D —R™. Om filtet éir konservativt med potential
¢ giller for varje C'-kurva v i D:

-

/ F-di = ¢(b) — ¢(a@) (3)

dér @ och b ir start respektive slut for ~. Man kan se detta som en generalisering
utav instoppningsformeln fran envariabelanalysen. Se Persson-Béiers sida 346
for beviset for denna sats.

Detta leder till ett flertal viktiga foljder. Genom att studera formeln inser
man att om start- och slutpunkten ar samma kommer kurvintegralen vara 0, ty
o(@) - ¢(d) &ar trivialt lika med 0. Vidare ar kurvintegraler i potentialfilt helt
oberoende av viagen. Det dr endast start- respektive slutpunkt som har nagon
betydelse. Energin i ett konservativt filt bevaras, konserveras. Darav namnet.
Gravitationsféltet ar ett exempel pa ett konservativt falt.



2.2.1 Exempel 1

Avgor om foljande falt ar konservativt.

—

F(z,y) = (y + 2z,7) (4)

Satt P = y + 2x och @ = z. For att undersdka detta sa séker vi en po-
tentialfunktion ¢ som satisfierar foljande ekvationssystem. I vart fall erhélles
ekvationssystemet

(5)

2 —y+22 (i)
==z (i)
Integrera (i) sa fas ¢(x,y) = xy + f(z), dar f(x) ar en godtycklig funktion av
x. Derivering av ¢ leder till
ad) _ 1 _ _ .2
%—y+f(x)fy+2m<:>f(x)fx +C (6)

Den sokta potentialfunktionen blir saledes

o(z,y) =ay+2>+C (7)

och vi kan konstatera att faltet ar ett konservativt sadant.

2.3 Definition - virvelfritt
Lat F = (P,Q) vara C'- vektorfilt i planet. Filtet kallas virvelfritt om

or _ 09
oy Oz’

2.4 Sats 2.3

Antag att filtet F = (P, Q) dr konservativt och har potentialfunktionen U €
C?(D). Da giller:

oP  0Q
o~ o (9)

for (z,y) € D. Det ar viktigt att inse att detta dr en implikation och ger
att ett konservativt falt ocksa ar virvelfritt. Ett falt dar ekvation(8) behover da
inte nédvandigtvis vara konservativt. Ar derivatorna inte lika gar det direkt att
dra slutsatsen att féltet inte ar konservativt.

Det &r inte konstigt att satsen inte racker for att pavisa att ett falt ar kon-
servativt. Det ar for att villkoret ar en typisk lokal egenskap hos faltet medans
att faltet skulle vara konservativt i hela dess definitionsméngd ar av en global
karaktér.



2.5 Definition - bagvis sammanhangande

En méngd kallas bagvis sammahéngande om det finns en kurva, v : [a,b] — X

b
och v € C, for varje par av punkter, x och y s.a. y(a) = z och y(b) = y

2.6 Definition enkelt sammanhangande mangd

En 6ppen méngd, D, ar enkelt sammanhéngande om D bade &r bagvis sam-
manhéngande och om varje enkel sluten kurva,y i D angrénsar ett omrade, F,
som helt bestar av punkter i D. Enklare uttryckt betyder det att méngden &r
saknar ”"hal” och &r bagvis sammanhéngande.

2.7 Sats 2.4

Om vektorfaltet, F' = (P, @), uppfyller kravet kring virvelfrihet:
oP _ o9Q
oy Oz

for (z,y) € D och att D ar en enkelt sammanhéngande méangd sa ger det
att F kommer ha potential i D.

2.8 Bevis for sats 2.4

Enligt satsen som beskriver att i ett konservativt falt sa &r kurvintegralen
oberoende av vigen sa om vi kan bevisa att:

/F~dr:0
.

for varje sluten kruva, 7y, i D som &r en 6ppen sammanhéngande méangd i planet
sa kommer F' vara konservativ i D. I detta bevis betraktar vi inte kurvor som
skar sig sjélva.

Eftersom D saknar hal kommer v avgrinsa ett omrade,F, som helt ligger i
D. Vi kommer darfér kunna anvinda Greens formel med OF = v, vilket ger:

/F~dr:/de—l—Qdy::I://(@—a—P)dmdy::t// Odxdy =0
o vy E Ox ay E

Vilket avslutar beviset.

3 Greens Formel

Ett okomplicerat omrade D, har en rand 0D som kan uppfattas som en kurva,
eller flera kurvbitar. Om det inte specificeras sa dr kurvan orienterad pa sa sitt
att omradet D ligger till vinster om kurvan.

Nu ger vi en formel som knyter samman kurvintegralen med en viss dubbe-
lintegral &ver omradet.



3.1 Sats

Lat P och @ vara tva C'-funktioner definierade i en 6ppen méngd €2 i planet.
Om det kompakta delomradet D av € har en rand 0D som bestar av en eller
flera styckvis C''-kurvor och som #r positivt orienderad s &r

D
/ Pdz + Qdy = // a—Q — 3— dzdy. (10)
oD
3.2 Bevis
Steg 1: Antag att D reguljart i y-led, sa ska vi visa att
oQ

Qdy = // —dxdy. 11
aD p Oz (D)

Lat D = UL, D; dér D; = {(,y)|ai(y) <@ < Bi(y),ai <y < bi}

<);' yfé

)
)L,cq:(\ (}#Q;\\l I

> \/; Q.

t

Da dr 0D = 71 4+ v2 + 3 + 74 positivt orienterad. Vi ska nu visa for varje

1=1,..,n att
oQ
Qdz = // 9 Jady. (12)
aD; p, O
Tag hogerledet som &r

a Bi(y) a b; )
/ %2 fody - / / % fudy = / Q. )]0 dy =
ox a Ja ox a i\
i L(y) i (13)

/Qﬂz y)dy - /Qal dy—/%Qder/%Qdy-

Eftersom 3 gar uppifran ner sa byter integralen tecken. Det &ar &ven sa att
f,y2 Qdy = fm Qdy = 0 eftersom ~y, och ~y, #r horisontella.

// —dxdy = 141 / Qdy = jéDi Qdx. (14)

Alltsa



Om vi nu summerar over alla delomraden sa far vi

yﬁ Qdy_Z// = daxdy _// 8dedy (15)

kvar aterstar da att
n

; Qdy = /aD Qdy. (16)

aD;

Integralerna langs dem inre kanterna kommer att ta ut varandra och da har vi
visat att ekvation 11 géller.

Steg 2: Om D reguljart i z-led, visa att

/8D Pdx = / —dzdy (17)

Steg 3: Om D reguljirt i z- och y-led da ger ekvation 11 + 17:

/aDde+Qdy7// 8—62*8—]; dzdy. (18)

pa samma séitt.

4 Tillampningar av Greens formel
Lat D vara ett omrade i planet och betrakta kurvintegralen

/ —ydx z/ —ydz + 0dy (19)
oD aD

vilket med Greens formel kan skrivas om till

/ar) —ydz + O0dx = //D —((%(—y 88:5 (0))dxdy = //D dxdy = u(D)  (20)

dér (D) &ar arean av D. Likheten ar likadan for x, det vill sdga

w(D) = /BD xdy (21)

Genom addition av integralerna i (19) och (20) kan arean enkelt bestdmmas
genom

(D) + u(D) = /aD —ydz + /BD zdy (22)
2u(D) = /8D —ydx + xdy

1
w(D) = 7/ —ydx + xdy
2 Jop



4.1 Exempel pa areabestamning

Uppgift 9.24 i 6vningsboken.
Berdkna arean av omradet mellan x-axeln och cykloidbagen

{x =t — sin(t)

0<t<2r 23
y=1— cos(t) - (23)

dér en cykloidbage ar en kurva bestaende av sparet fran en fix punkt pa en
rullande cirkel. Bagen &r inte sluten sa darfor maste ett linjestycke ~y laggas
till. Det omslutna omradet beskrivs da 4+ och den totala arean u(D) + p(7).
Eftersom v ar ett linjestycke rakt i x-led &r y och dy 0. Dess bidrag berdknas
da genom

u(y) = /7 da = /0 T cos(t)dt = 0 (24)

Enligt den framtagna ekvationen ovan kan arean hér latt berdknas genom att
anvanda

w(D) + p(y) = % /aD+ —ydz + xdy (25)

Givet parametrarna kan dx och dy enkelt bestdmmas

{x =t — sin(t) . {dm = (1 — cos(t))dt

y=1— cos(t) dy = sin(t)dt (26)

Inséttning i formeln ger

1

w(D) = 3 /8D+'y —(1 —cos(t)) - (1 — cos(t)) + (t — sin(t)) - sin(t)dt

_ % /2 i(t - sin(t) + 2cos(t) — 2)dt

. % [Bsin(t) —t - cos(t) — 21]5,

:%((0)—(3-0—%-1—2-2@):377

vilket ar arean for det beskrivna omradet.



