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1 Gauss sats

Antag att F = (Fy,Fy,F3) ér ett C1-filt som #r definerat pa en dppen miingden
D i IR®. Ett kompakt omriade K har randen K som bestar av begrinsat antal
C'-ytor med en normal . Da foljer

// V.-FdV = F - NdS (1)
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vilket &r Gauss sats som anvinds for att beridkna flodet ut ur en kropp eller
genom en Cl-yta. For detta krivs dock ibland att man adderar en eller flera
C'-ytor fér att innesluta en volym. Viljer man den adderade ytan smart blir
utrdkningen ldttare ndr man sedan subtraherar den adderade ytan igen.

Figur 1: D :=Enhetssfiren, 0 < z

Exempel 1
Vill vi berdkna flodet ur ytan fran faltet F kan f6ljande uppstéllning goras dér
ytan K =22 +¢y2 <1

ﬁgDF~NdS://HV~FdV—ﬁ§{F~NdS (2)



2 Tillampningar av Gauss sats inom fysik

Gauss sats anvinds ofta inom elektromagnetism vid diverse berdkningar.

2.1 Maxwells ekvationer
V-B=0 (3)

En simpel och bra boérjan for fysikaliska tillimpningar som séger att det inte
finns magnetiska monopoler utan det finns alltid tvaA poler som &r varandras
motsats.
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dér p och e &r laddningstétheten respektive permettiviteten. Pa integralform

blir detta
///V~EdV:#E.NdS:% (5)
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Vilket foljer av colombs lag fér en punktladdning dér vi berdknar fléde genom
en sfar
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da N = ¢ och mantelarean dS = 4772 f5ljer

# E-Nds = b 2en¢ 5 pamp? = Qene (7)
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3 Stokes sats

Vid berdkning av en kurvintegral kan det vara lattare att berdkna ytintegralen
som kurvan innesluter. Kurvan innesluter odndligt manga ytor s& man kan latt
tdnka sig att den kan véljas smart for en enkel integral. Lyckligtvis finns det en
sats som sdger just detta.

Lat F = (Fy,F,F3) vara ett C1-filt som &r definerat i en ppen mingd D i
IR3. Lat Y vara en positivt orienterad yta i D och beteckna dess rand Y. Da
galler

//y(VxF)-NdS: ayF~dr (8)

Da beviset &r mycket komplicerat visar vi ett forenklat bevis da ytan kan skrivas
2z = f(z,y) dir f ar C?
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Fran antagandet foljer att dz = —Zdy + Py — Fdr=
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Vi kan nu tilldmpa Greens sats
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Med hjéalp av kedjeregeln, produktregeln och Clairauts sats kan integranden
skrivas om som
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med enhetsnormalen och ytelementet dS = NdS = (
fullindat da.

1) blir beviset
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(11)
Stokes sats tilldmpas tillexempel inom elektromagnetism dér tva av Maxwells

postulat pa integralform bygger pa Stokes sats. Amperes lag kan tillampa stokes

sats for att berdkna strom genom ledare.

4 Potentialer

Om F é&r ett vektorfélt &r F konservativt <= 3® s.a. VO = F. Om detta géller
kallas ® for F’s potential. Den fysikaliska tolkningen av detta &r att potentialen
utgor den potentiella energin en partikel i ett vektorfilt har. Pa sittet att ®(Z) =
den potentiella energin av en partikel i position Z.

5 Nabla-rakning

0 0 0
Ox’ Oy’ Oz
som vi kéinner igen fran gradient, rotation och divergens. Fyra viktiga identiteter
ar
V x V& =0 = Potentialfilt &r virvelfria
V- (V xF)=0 = Det finns vektorpotentialer och rotationsfilt &r kéllfria
V- V® = V2® = A® Definition av Laplacianen
Vx (VxF)=V(V-F)-VF

Samtliga identiteter kan bevisas med indexnotation eller genom att utfora
berdkningar for det godtyckliga filtet F = (F,F5,F3)

Nabla operatorn betecknas V och i R® ér V = ( ) samma operator
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6 Optimering pd kompakt omrade

En naturlig fraga nir man har en funktion, &r var den antar sitt storsta och
minsta vérde i ett visst omrade. Detta avsnitt kommer hantera den hér fragan
av reellvirda funktioner definierade pé ett kompakt omrade.

Lat f(x) : D — IR vara en C*! funktion. Omradet D CIR™ innehéller punkter
som &r antagligen inre-punkter eller randpunkter. Lat D = Dy U 0D. Dar Dy
innehaller alla inre punkter och 9D innehaller alla randpunkter.

Under foreldsningen presenterades en allmin metod for att bestimma dessa
punkter.

1. Bestédm alla stationéra punkter ai,..., a; till f. Lés Vf = 0.

2. Undersok randen genom att parametrisera styckvis. Sedan 1at g;(t) =
f(ri(t)) och16s ¢;(t) = 0. Punkter som uppfyller de hér ldggs till i médngden
av intressanta punkter.

3. Jamfor alla punkter fran steg 1 och steg 2 genom insdttning, f(a;). Den
storsta respektive det minsta funktionsviardet utgér funktionens storsta
och minsta véirde i omradet D.
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