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1 Gauss sats

Definition: Lat D C R3 vara en domiin och F : D — R3 ett Cl-vektorfilt.

Divergensen av F #r skaldrfiltet
- O0Fy O0F, O0F;

V.-F= -—+ =

Ox + dy 0z

For att lattare minnas utrédkningsformeln kan man tolka skalérprodukten V - F
bokstavligt och utfora den formella skaldrprodukten
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Gauss sats: Lat Q@ C R? vara en 6ppen mingd och F: D — R3 ett Cl-
vektorfélt. Om K C (2 kompakt med rand K bestaende av C'-ytor orienterad
med utatriktad normal N géller

//aKﬁ-NdS:///KV-ﬁdV

Vinsterledet kallas for flodesintegralen av F genom ytan 0K.

Beviset liknar det for Greens sats. Vi utgar fran att omradet K &dr reguljért,
alltsa att K kan delas upp i delomraden K; som var och en kan uttryckas som
omraden mellan tva funktionsytor. Man borjar med att visa
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vilket gors genom att visa att sambandet géller for de enskilda delomradena K,
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som sedan kan summeras ihop for att ge ekvationen vi soker. Darefter visas

//BK 0 . NdS = ///@dv h//8 F2 NdS — ///@dv

pa exakt samma sétt som den foregaende ekvationen. Till slut kan de tre ekva-
tionerna adderas ihop ledvis och sammanstéllas pa var slutgiltiga form

//aKﬁ'NdSZ///KV'ﬁdV

2 Stokes sats

Definition: Lat D C R3 vara en domiin och F : D — R3 ett Cl-vektorfilt.
Rotationen av F' ar vektorfiltet
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Pa samma sitt som for divergensen kan man enkelt minnas uttrycket for V x F
genom att utfora den formella kryssprodukten
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Stokes sats: Lat Q C R? vara en 6ppen mingd och F:D — R? ett Cl-
vektorfalt. Om Y &r ett orienterat ytstycke i 2 med positivt orienterad rand Y

géller
f ﬁ-dF:/ (V x F)-NdS
Y Y

Att en orienterad yta har positivt orienterad rand innebér att N x d pekar in
mot ytan i varje punkt pa randen. N &r normalen till ytan (som dven anger
ytans orientering) och d7 dr riktningsvektor till randen, alltsa om normalen
firdas ldngs randen kommer ytan alltid att ligga till vénster.

Beviset bygger pa att Y kan representeras av en C2-funktionsyta, f : D — R,
z = f(z,y). Detta innebér att vi har dz = %dx + %dy gillande pa randen
vilket gor vansterledet av satsen att bli
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Efter anvandning av Greens sats och vissa férenklingar far man till slut
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I hogerledet finner man att NdS = g X & drdy = |—f! | dedy diar
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och ddrmed &r satsen bevisad.

3 Nablaridkning

Nablaoperatorn ar en vektoriell derivationsoperator som skrivs
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Den uppfor sig och kan rdknas med som en tredimensionell vektor. Gradient,
divergens och rotation av en skalédr funktion f kan utforas med olika vektorope-
rationer med V.
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Nablaoperatorn kan verka pa ett vektorfilt u pa tva siatt. Med skalarmultiplikation
blir det
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Dz, dzy’ Dy Oz, Oy’ dx3
Med vektorprodukt blir det
X y z
Vxu= 6%1 6%2 6%3 =rotu (4)
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Med dessa operationer definerade kan vi enkelt fa fram samband mellan grad,div
och rot. Tre exempel pa detta dr

div(rot(u)) =V-(Vxu)=0 (5)

rot(grad(u)) =V x (V-u) =0 (6)



rot(rot(u)) = V x (V x u) = V(V - u) — V?u (7)

Bevis av evation 5 d& u=u(x,y,z) och tillhor klass C2.
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Detta &r pa grund av Clairaut sats.

4 Potentialer

Ett potentialfiilt eller konservativt falt &r ett filt u som i kan skivas
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dér detta géller i hela definitionsméngden for nagon funktion U. Denna funktion
kallas en potential till u. Integralen

/u-dr:U(b)—U(a) (10)
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beskriver potentialfiltet lings en kurva v dar a &r begynnelsepunkt och b slut-
punkt. Integralen &r alltsa oberoende av viigen. En differentialform av u=(u1, us, us)
kan dven uttryckas som

uy dx1 + us dre + us dxs (11)
Detta kan skrivas som differentialen av en funktion U
dU = Ul dil?l + uso dl‘g + us dxg (12)
Vilket &ar ekvivalet med
v _w_ o
81‘1 - 81;2 - 8173
Ty
(9rad) U = u (14)
Virvelfria filt och potentialfilt i R?
Sats 10.5.3 Varje potentialfalt &r virvelfritt
Bevis

Antag F tillhor klass ¢l och = V¢ med ¢:D—R en c2 funktion, dvs F konser-
vativt.
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Sista steget i ekvation (16) &r pa grund av Clairaut sats.



5 Optimering pa kompakta omraden

Optimering innebér att hitta det hogsta eller ligsta virdet pa en C'-funktion
i ett givet omrade i R". I kompakta omraden giller det speciellt att det alltid
finns ett hogsta och ldgsta virde. En till obsevation som kan goras &r att punkten
dér det lagsta virdet antas alltid dr en randpunkt eller en inre punkt, nagot
som blir viktigt nir man senare ska hitta virdena. Om punkten som antar det
ldgsta eller hogsta véirdet inte dr en randpunkt ar det alltid en stationédr punkt.

For att hitta stationdra punkter finns en generell metod. Metodens forsta
steg dr att beridkna gradienten av funktionen och anvinda det for att hitta sta-
tiondra punkter, alltsa punkter dir VF = 0. Alla stationéira punkter i omradet
ar kandidater for punkten med det hogsta eller ligsta virdet.

Metodens andra steg #r att dela upp randen i C' segment och parametri-
sera dem. Randsegmentens gradients kan sedan berdknas och anvindas for att
berdkna randens extrempunkter, vilka ocksa &r kandidater for punkter med det
ligsta funktionesvirdet. Notera att randen pa en R™ tillhér R™ L.

En viktig notering dr att extrempunkterna for randsegmenten kan ligga pa
randsegmentens rand, s& processen maste upprepas tills antalet dimensioner har
minskats till 0.

Da man har alla kandidater for punkter med hogsta eller minsta virde maste
funktionsvérdet i alla dessa punkter berdknas for att hitta den punkt som ger
lagst eller hogst virde, beroende pa vad man letar efter.

Virt att notera dr att det ofta gar att anviinda sig av trick for att forenkla
berdkningen, men sddanna varierar fran fall till fall, s &r svart att ge en allméin
beskrivning av dem.



