Tavelpresentation - Grupp 6D

Cevin Astrém, Hugo Olsson, Jakob Lindberg, Karl Junior Andersson
Gustav Karlsson, Vilhelm Nilsson Thorsson

Februari 2022

1 Kurvintegraler

Definition (kurvintegral): Lat F(r) = (P(r),Q(r)) = (P(x,y),Q(z,y))
vara ett CY-vektorfilt definerad i en bagvist sammanhiingande 6ppen mingd
D C R™. Ifall v éir en C'-kurva i D med parametriseringen r = r(t) = (x(t), y(t))
och a <t < b kallas

b b
I= / F(r(t) -+ (H)dt = / (P((t), y (D)’ (1) + Q(a(t), y(O)y' ()t (1)

for kurvintegralen av F' langst ~y.

I ar oberoende av parametriseringen, vart att notera &r ocksa att I byter
tecken vid orienteringsbyte. I definitionen anvéands begreppet bagvist samman-
héngande 6ppen méangd. En sddan méngd D C R”™ kallas domén. D &r bagvist
sammanhéngande ifall det existerar en kontinuerlig kurva, ¢ — x(t), i D till
varje par av punkter a,b och o <t < 8 sddan att x(t) € D Vt och z(«a) = a,

2(8) = b.

Figur 1: En godtycklig kontinuerlig kurva i en bagvist sammanhé&ngande 6ppen
méngd D som gar fran punkten a till b.

Sats (Jordans kurvsats): Lat v vara en enkel och sluten C%-kurva i R2.
Da bestar R? \ v av exakt tva sammanhingande komponenter. Den begrinsade
kallas insidan, och den obegrénsade kallas utsidan.



Definition (orientering): Lat v vara en enkel och sluten kurva i R2. v &r
positivt orienterad om insidan ligger till vénster om fardriktningen, och negativt
orienterad om insidan ligger till hoger.

1.1

1.

Notation

Eftersom integralens véirde inte beror pa valet av parameter enligt sats
ovan skrivs ofta integralen:

/bF(r(t))~r’(t)dt LF~dr. 2)

I planet kan vi utveckla skalarprodukten F-dr. Lat F(r) = (P(x,y), Q(z,y))
och dr = (dz, dy). D4 ges:

AF~dr:/dex+Qdy. (3)

P4 samma sétt ges i rummet, med F(r) = (P(z, vy, 2), Q(z,y, 2), R(x,y, 2))
och dr = (dz,dy, dz):

/F~dr:/de+Qdy+Rdz. (4)
gl 2l

Vi kan definiera kurvintegralen 6ver en styckvis C!-kurva + enligt foljande.
Lat 71, ..., v vara Cl-kurvor s att slut(vy;) = start(y;41) Vi =1,....,k — 1

och v = Zle ~;. DA ges:

[yF~dr:zk:/F-dr. (5)

=17

Om ~ &r en kurva dr —v kurvan med motsatt orientering. Fér godtyckligt
vektorfalt F ges:
/ F-dr:—/F~dr. (6)
- ¥

Vi tydliggor att + &r en sluten kurva med notationen:

7§F dr. (7)

Detta innebér att vi rdknar med positiv orientering. For att specificera
orienteringen anvands ocksa
§1§ Fdr (8)
¥

F-dr (9)

for positiv orientering samt

for negativ orientering.



Vid berdkning av kurvintegraler finns ett par olika tillvigagangssétt. Det ar
ofta mojligt att parametrisera kurvan och pa sa sétt fa en envariabelintegral
som gar att 16sa. En annan metod &r att utnyttja potentialer for konservativa
falt. Namnda tillvigagangssétt fungerar i godtyckliga dimensioner. Ett sista
exempel pa metod #r att anvinda Greens sats, den fungerar dock endast i R?.
Dessa metoder gar att ldsa mer om ldngre ner i dokumentet.

2 Kurvintegraler 6ver konservativa falt

Sats 9.4.2: Lat D C R™ vara en domédn och F' : D — R" vara ett konservativt
filt dir potentialen ® : F' = V® existerar. Kurvintegralen lings C!-kurvan -,
med start- respektive slutpunkt i a och b har féljande egenskapen:

I= /F.dr:@(b) — o(a) (10)

Satsen séger alltsa att vardet av kurvintegralen ar skillnaden i potential mellan
slut- och startpunkt b och a, givet ett konservativt kraftfalt med tillhérande
potential P.

Bevis av sats 9.4.2: For att visa likhet i ekvation nyttjas antagandena
i sats 9.4.2. Forst tas parametriseringen av r(¢) : [a,b] — R™ av 7. Alltsa,

F.dr = bF(r(t))-r'dt. (11)
fro-f

Hérndst anvinds antagandet att F' = V@, vilket innebér att

b b
/F(r(t)) o dt = /W(r(t)) rdt. (12)

Integranden i hogerled av ekvation ar tillampningen av kedjeregeln, vilket
siiger att & f(g(t)) = Vf(g(t)) - g’(t). Detta leder till att

b b
/V@(r(t))~r’dt:/%cb(r(t))dt. (13)

Slutligen anvénds analysens huvudsats for att omformulera foregaende ekvation
enligt

/F -dr = ®(b) — ®(a), (15)

vilket avslutar beviset. [
Genom ett par enkla observationer av sats 9.4.2 kan féljande foljdsatser upprat-
tas.

Foljdsatser till sats 9.4.2:



e Virdet av kurvintegralen ar endast beroende av start- och slutpunkterna.

e Kurvintegralen lings en godtycklig sluten kurva v 6ver ett konservativt
falt ger

§1§F-dr=o. (16)

Sats 9.4.3: Lat D C R” vara en domén, och 1at vidare F' vara ett kontinuerligt
vektorfalt i D. Om kurvintegralen

/ F.dr (17)

ar oberoende av végen, eller ekvivalent att kurvintegralen

¢F~dr:0 (18)

for varje sluten C'-kurva v i D. Da ar F konservativt, vilket medfér att F' har
en potential ® i D.

Bevis av sats 9.4.3: Vi vill konstruera en potential ® : D — R till faltet F’
sddana att F' = V®. Omradet D har per definition egenskapen att tva punkter
kan férbindas med en kontinuerlig kurva som géar genom hela D. Vi véljer saledes
a € D godtyckligt och definierar

O(x) = / F.dr (19)

dér v ar en godtycklig styckvis C'-kruva fran a till . Vi vill nu bevisa att for
F=Vb<sVYbe Dochi=1,...,n giller

o
= F;(b). 2
0 (20)
Fixera 7 och b sddana att
o L O (b+ he;) — @ (b)
o, (0) = fim h ' 1)

Vi far héir tre strickor dir ; dr en godtycklig styckvis C'-kurva fran a till b,
3,5, ar rakstréckan fran b till b + he;, och o &r v; + 35, dér

d (b) = F -dr (22)
71
och
<I>(b+hel-):/ F.dr (23)
72

vilket implicerar att

O(b+ he;) — ®(b) = / F -dr. (24)
Y3,k

Vi véljer nu att parametrisera s ; pa foljande vis:



0
rt)=b+ |ht|,0<t<1 (25)
0

vilket implicerar att var tidigare kurvintegral 6ver «y3 ; kan skrivas

0
ki : 1
/ F-dr:/ : n dtzh/ F; (b+ he;). (26)
Y3,h 0 Fn 0
0

Till sist appliceras medelvardessatsen fran envariabelanalysen vilket omformu-
lerar vara tidigare uttryck enligt

h

1
0

Saledes har vi att

0B B(b+he) - B (b)
3xi h—0 h

= I (b) (28)

vilket avslutar beviset. (1
Defintion: Lat C!-vektorfiltet F' i R? vara matrisen

P
F = . 29
H (29)
F kallas da virvelfritt om det géller att
oQ or
= _ 30
or dy (30)

Sats 9.4.4: Om D C R? &r en domén och F : D — R? ett Cl-vektorfalt. D&
géller det att om F' konservativt = F' virvelfritt.

Bevis av sats 9.4.4: Vi bérjar med att anta att F #r ett konservativt C'-
vektorfilt. Detta implicerar att 3® € C? sadana att F' = V®. Matriselementen
P och Qi F &r saledes

o 0P
P=_" = —. 31
ox’ @ Ay (31)
Vi kan da skriva foljande
P 2P 2P
or 0 0°e  0Q (32)

dy  Oydx - oxdy Oz

vilket avslutar beviset. [



3 Greens Formel

OBS: Detta dr en tolkning av beviset fran boken Analys i flera variabler av Arne
Persson och Lars-Christer Bdiers. Bevisidéen dr darfor tagen ddr ifran och dr
inget originellt arbete.

For ett okomplicerat omrade D i planet kan vi uppfatta dess rand 0D som
en kurva. Konventionen ar att omradet ligger till vanster om kurvan. Da sags
kurvan vara positivt orienterad. Detta innebédr att en inre rand till en mangd
enligt bilden nedan har till synes &t motsatt orientering eftersom att omradet
D fortfarande ska ligga till vinster. Ibland férekommer symbolen

55 Pdz+Qdy
oD

for integration langs kurvan till omradet D om 0D é&r sluten.

Sats: Lat P och Q vara C!-funktioner definerade i en 6ppen mingd £ i
planet. Om ett kompakt delomrade D € {2 omsluts av en rand 0D vilken bestar
av en eller fler styckvis C!-kurvor med positiv orientering géller

_ ([ (9@ _9F
aDPd:r—i—Qdy—//D (833 3y) dx dy. (33)

Bevis: Omradet D delas upp i dndligt ménga omraden av typen

E={(zy)e(x) <y <v(@),a <z < b}

tillsammans med en motsvarighet bestdende av linjer parallella med z-axeln.

Figur 2: Omradena D och E dir 9D &r rand till D. Kurvan + utgér den nedre
begransningen till omradet F.

I figuren finns ett skuggat omrade E. Forst visar vi att

P
de:// Py
OFE g Oy



géller for detta omréade och tillhérande rand,

b Y(x)
// dxdy—/ (/ —6de> dzr =
o=a \Jy=p(@) Y

b b
- /m[ Pl do = | Pl de = [ Plas(@)ds

Genom att lata = anvindas som en parameter kan kurvan « framstéllas:

(34)

r=(z,0(x)),a <z <b

Den forsta integralen in hogerledet i[34] dr dérfor lika med kurvintegralen

/de+0dy:/Pd:ﬂ.
%l ol

Genom att anvinda samma sitt far vi att den andra termen ar

—/A/P(:v,z/}(x))dxz/apdx

dar o ar randen vid den 6vre begransningen i omradet E. Kurvintegralen av
P dx langs de eventuella vertikala randstyckena till ' &r noll. Detta innebar att

vi har
P
// 9P vay= [ Pax
g Oy OFE

Genom addition av detta resultat for alla genererade delomraden E fran D far

vi att
// dx dy = / Pdz, (35)
aD

eftersom kurvintegralerna langs de inre vertikala linjestyckena gar at bada hall
ger de inget nettobidrag. Genom att istéllet anvinda en uppdelning av D med
linjer parallella med z-axeln ges med liknande forfarande

// anxdy:/aDQdy. (36)

Nu kan vi addera [35] och [36] vilket ger

// (86?_813> dzdy= [ Pdz+Qdy. (37)
y oD

Beviset ar darmed klart.[]

3.1 Tillampningar av Greens sats

Definition: M C R? dr en enkelt sammanhingande méngd om den dr bade
bagvist sammanhéngande och insidan av varje sluten kurva i M ligger helt i M.

Det sistndmnda kan rent topologiskt tolkas som att varje sluten kurva i M
kan kontinuerligt omformas till en punkt. I R? kan detta tolkas som att det inte
finns hal i méngden.



Sats: Om doménen D C R2 &r enkelt sammanhallande och F : D +— R? &r
ett C! vektorfalt samt virvelfritt. Da dr ocksa F &r konservativt.
Bevis: Lat v vara en godtyckligt enkelt sluten kurva i D. Lat E vara insidan

-, . P .
av 7 forutsatt att kurvan &r positivt orienterad. Lat F = {Q] Da giller att

E C D = F irett C! vektorfilt i E samt definierad i hela E. Randen 0F = 7.
Anviandning av Greens sats ger foljande:

F.dr= de—!—Qdy:// (8@_8P> dz dy. (38)
o oF g \0z 0Oy

Observera har att F' ar virvelfritt vilket betyder att % = %—5. Vi har alltsa att:

//E (gff—gl;) dxdyz//E(O)dxdyzo. (39)

Detta betyder alltsa att kurvintegralen for varje godtycklig enkel sluten kurva i
D é&r noll vilket betyder att F' ar konservativt. [J
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