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1. Bestäm en ekvation för tangentplanet till ytan 𝑥!𝑧 + 𝑦 sin(𝜋𝑧) + 𝑦!𝑥 = 3  
i punkten (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,−1,2)            (3p) 
 
 
Lösning:  e 𝑤 = 𝑥!𝑧 + 𝑦 sin 𝜋𝑧 + 𝑦!𝑥 så att den givna ytan blir nivåytan w=3.  
 ∇𝑤 = (2𝑥𝑧 + 𝑦!, sin 𝜋𝑧 + 2𝑥𝑦, 𝑥! + 𝜋𝑦 cos 𝑧 𝜋) = (5,−2,1 − 𝜋) i (1,-1,2) 
 
Svar:  5(𝑥 − 1) − 2(𝑦 + 1) + (1 − 𝜋)(𝑧 − 2) = 0 
 
 
 

2. Beräkna dubbelintegralen  ∬ "#"$
%&$!'    där D är området som beskrivs  

av olikheterna  8√𝑥
" < 𝑦 < 2
0 < 𝑥 < 8

             (4p) 

 

Lösning:  vi beskriver området som 80 < 𝑥 < 𝑦(
0 < 𝑦 < 2  
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3. Lös den partiella differentialekvationen  2 -.
-#
+ -.

-$
= 0  genom att  

införa nya variabler 8𝑢 = 𝑥 − 𝑘𝑦
𝑣 = 𝑥 + 𝑘𝑦   och välja k på lämpligt sätt.        (3p) 

 
 
Lösning:  Vi använder kedjeregeln för att få ekvationen   
 (2 − 𝑘)𝑓/0 + (2 + 𝑘)𝑓10 = 0  Genom att välja k = 2 blir 𝑓10 = 0  så att f=h(u) 
 
Svar:  𝑓 = ℎ(𝑥 − 2𝑦) där h är en deriverbar funktion av en variabel.  
(det går förstås lika bra att välja k = -2) 
 
 
 



4. Beräkna kurvintegralen  ∫ %
$
𝑑𝑥 + C%

2
− #

$#
D 𝑑𝑦 − $

2#
𝑑𝑧3    där C är en 

 

kurva med parametriseringen:  E
𝑥 = 2𝑡
𝑦 = 1 + sin(𝜋𝑡)
𝑧 = 2 − cos(𝜋𝑡)

    0 ≤ 𝑡 ≤ %
!
        (5p) 

 
 
Lösning:  fältet är konservativt med potential 𝑈 = #

$
+ $

2
   

 
Eftersom kurvan börjar i (0,1,1) och slutar i (1,2,2)   blir   kurvintegralen = 
 𝑈(1,2,2) − 𝑈(0,1,1) = 1/2 
 
 
 

5. Dante befinner sig i punkten (2,1) i (x,y)-planet där temperaturen i en 
punkt (x,y) är 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥!𝑦(. Dante kan bara röra sig längs linjen  3𝑥 + 4𝑦 = 10. 
 
I vilken riktning på den linjen skall Dante röra sig för att temperaturen skall öka? 
Ange riktningsderivatan i denna riktning.                       (3p) 
 
 
Lösning:   vi beräknar riktningsderivatan i riktningarna 𝑣 = (5,7()

9
  och 𝑢 = (75,()

9
: 

 
 ∇𝑇 = (2𝑥𝑦(, 3𝑥!𝑦!) = (4,12)   så 𝑓10 =

%:7(:
9

< 0. 
 
Svar: åt ”vänster” med riktningsderivata = 4 
 
 
 
 

6. Bestäm, om sådana existerar, största och minsta värde av funktionen 
 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦  på den del av kurvan 𝑥! + 𝑥𝑦 + 𝑦! = 3  där 𝑥 ≥ 0         (5p) 
 
 
Lösning:   kurvan utgör ett kompakt område så största och minsta värde finns i en 
punkt där gradienterna är parallella eller där x=0. 
sätt  ℎ = 𝑥! + 𝑥𝑦 + 𝑦!   så att ∇ℎ = (2𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 2𝑦) 
 

Vi vill alltså lösa systemet  MN
2𝑥 + 𝑦 𝑥 + 2𝑦
1 1 N = 0

ℎ = 3
   som leder till (𝑥, 𝑦) = (1,1) 

(eftersom x>0).   
 
Svar: största värde: 𝑓(1,1) = 2   och minsta värde: 𝑓O0,−√3P = −√3 
 
 



7. Beräkna dubbelintegralen  ∬ 𝑒!#&$ cos(3𝑦 − 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑦'  
 
Området D är ett parallellogram med hörn i  
punkterna (-1,2),  (0,0),  (2,3) samt (3,1).              (6p) 
 
 

Lösning:  nya variabler:  8 𝑠 = 2𝑥 + 𝑦
𝑡 = −𝑥 + 3𝑦.   Gränser för s och t:  S0 ≤ 𝑠 ≤ 7

0 ≤ 𝑡 ≤ 7 

 

 -(#,$)
-(;,<)

= %
,
   så att dubbelintegralen = %

, ∫ 𝑒;𝑑𝑠,
) ∫ cos 𝑡 𝑑𝑡,

) = =>+ ,?@$7%A
,

 
 
 
 

8. Skissera kurvan (𝑥, 𝑦) = (𝑡 − sin 𝑡 , 1 − cos 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋.  
Beräkna arean av området mellan kurvan och x-axeln.            (6p) 
 
Lösning:    
 

 
 
 
Arean ges av kurvintegralen ∫ −𝑦𝑑𝑥3 = ∫ (1 − cos 𝑡)!!B

) = 3𝜋  där C är den givna 
kurvan och vi har korrigerat för orientering. Kurvintegralen över x-axeln blir = 0 
eftersom y = 0. 
Svar:  3𝜋 
 
 
 
 

9. Beräkna flödet av fältet 𝐹 = (𝑥𝑧 + 𝑦(, sin(𝑥!) + 𝑧(, 1 + 𝑧!) ner genom  
halvsfären  𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 1, 𝑧 ≥ 0              (7p) 
 
 
Lösning:  eftersom 𝑑𝑖𝑣𝐹 = 𝑧 + 0 + 2𝑧	använder vi divergenssatsen efter att ha lagt 
till ytan B, 𝑥! + 𝑦! ≤ 1, 𝑧 = 0. 
Vi kallar halvsfären Y.  
 
Då blir ∬ 𝐹 ∙ 𝑁𝑑𝑆C&D =∭ 3𝑧𝑑𝑉E   där E är området innanför Y+B.  

�������

1 2 3 4 5 6

0.5

1.0

1.5

2.0



Rymdpolära koordinater:  ∭ 3𝑧𝑑𝑉E =∭ 3𝑟! sin 𝜃 𝑟 cos 𝜃	𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑)FGF%
)FHF%#
)FIF!B

= (B
5

 

På ytan B är 𝑁 = (0,0, −1)  så ∬ 𝐹 ∙ 𝑁𝑑𝑆D = ∬ −1 − 𝑧!𝑑𝑆D = −𝜋 
 
Alltså är ∬ 𝐹 ∙ 𝑁𝑑𝑆C = ,B

5
 där vi räknat flödet upp genom halvsfären.  

 
Svar:  flödet är − ,B

5
 

 
 
 

10. Låt  𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑦 + 𝑥! − 1)𝑒#7$  och D området 𝑦 ≥ |𝑥| 
 

a. Bestäm alla stationära punkter till 𝑓(𝑥, 𝑦) i D.  
(det är inte nödvändigt att bestämma karaktären)                        (2p) 
 
 
Lösning:  vi hittar stationära punkter genom att lösa systemet: 

 82𝑥 + 𝑦 + 𝑥
! − 1 = 0

1 − (𝑦 + 𝑥! − 1) = 0
     ⟹				 (𝑥, 𝑦) = C− %

!
, ,
5
D  (innanför D) 

 
 
 

b. Avgör om 𝑓(𝑥, 𝑦) har något största respektive minsta värde i D.  
Bestäm dem i så fall.                (6p) 
 
 
Lösning:  Vi noterar först att 𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝑥 + 𝑥! − 1  så största värde existerar 
uppenbarligen inte.  
 
Bilda sedan området T: |𝑥| ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥!   T är en kompakt delmängd av D; 
på T är 𝑓 ≤ 0 men i resten av D är 𝑓 ≥ 0. 
Alltså finns ett minsta värde i T som också är minsta värde på hela D.  
En snabb analys visar att de enda intressanta punkterna i T är den stationära 
punkten ovan samt origo. 
 
Svar:  minsta värde är 𝑓(0,0) = −1, största värde saknas. 

 
 


