MATEMATIK Datum: June 1, 2022
GU/Chalmers Examinator: Tony Johansson

TMA227/LGMA62 — Ovningsuppgifter

En lista som skapats for att ge en uppfattning om vad som kan komma péa tentan.

1 Del 1 — Nagorlunda standardiserade problem

Héar sammanfattar jag nagra av kategorierna av problem som kan dyka upp, och 16sas med
hyfsat standardiserade metoder. Listan ska inte ses som uteslutande, utan snarare en lista
pa vad jag tycker ar viktigast.

1.1 Differensekvationer

Ni forvantas kunna l6sa andra ordningens linjara differensekvationer med konstanta koef-
ficienter, och polynom och exponentiella faktorer i hogerledet. Alltsa, 16s

Ynt2 + QYnt1 + by = K" P(n),

dér P ar nagot polynom, och k € R. Trigonometriska faktorer kommer inte forekomma i
hogerledet pa tentan, men kan inga i den homogena 16sningen.

Problem

1. Hitta den allménna losningen till
Yn+2 — 4Ynt1 + 3yn = 3"
2. Hitta den allménna losningen till
Ynt2 = 6Ynt1 +9yn =n — 3.
3. Hitta den allménna losningen till
2n+2 + BYng1 — 2yn = 270
4. Hitta den allménna losningen till

Ynio + 4y, = (—1)" +n? — 1.



1.2 Projektioner

Givet ett underrum U, med en given bas, forvanntas ni kunna omvandla basen till en ortog-
onalbas (eller ON-bas) med hjélp av Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod. Ni forvéntas
ocksa kunna projektionsformeln; om v € V och U &ar ett underrum med ortogonalbas

€1,...,6n, sa ar ortogonalprojektionen av u pa U given av
u, e u, e
u/=<’1>€1+---+<7n>6n.
<el7 61> <en7 e’l’b>

Om inget annat anges, sa ar skalarprodukten i R” den vanliga.

Problem

5. Betrakta underrummet U C R* givet av

U = Span -1

—_ O = =
= O =

(a) Ange en bas for U.
(b) Ange en ON-bas for U.

(c) Bestdm ortogonalprojektionen av vektorn v pa underrummet U, dér

1
BE
R |
1

1.3 Underrum

Du forvéintas kunna avgoéra om en mangd M C V é&r ett underrum till V', med hjalp av de
tre kraven (Sats 1.2).

Problem

6. Lat V vara rummet av kontinuerliga funktioner f : [-1,1] — R. Avgor om foljande
méngder ar underrum till V.



(a)
A:{fEV:/Olf(x)e_xdx:O},

(b)
B={feV: f(x) <|z|,Vx € [-1,1]},
(c)
C={feV:f(-z)=f(z) Vre[-1,1]}
(d)

D:{fEV:/OQf(m)2d:n:/01f(2:n)dx},

1.4 Nollrum och varderum

Givet en linjar avbildning F, ofta angiven som en matris A, férvantas ni (bland annat)
kunna foljande.

1. Hitta en matrisrepresentation A for F' i en given bas.
2. Anvinda rad- och kolonnoperationer for att hitta N(A) och V(A)

3. Anvénda dimensionssatsen for att berdkna dim N(F') och dim V' (F') (om den ena &r
kénd).

Problem

7. Lat
1 -2 -1 0 -1
-3 6 4 2 3
2 -4 -1 3 -3
1 -2 0

Ange en bas for N(A), och en bas for V(A).

BN
I
—
o

8. Lat Py vara vektorrummet av polynom av grad hogst d, och lat F' : P3 — Py vara en
linjar avbildning med

F(z®)=3z+2, F(?) =2z, Flx)=z—-1, F(1)=u.

(a) Bestdm dim V (F).
(b) Hitta en bas for N(F).



1.5 Konvergens av numeriska serier

Du forvantas kunna avgora om en serie ar konvergent. Héar ar en guide till hur det kan
goras, givet en serie > o2 a.

1. Gar termerna ax mot 07 Om inte, sa ar serien divergent.
2. Kolla om den uppfyller nagot av “specialfallen”:

(a) Om serien &ar alternerande, testa Leibniz konvergenskriterium.

(b) Kolla om serien ar teleskoperande, det vill séga kan skrivas som ax = by, — bg41
for nagon konvergent sekvens by.

(c) Ibland kan integralkriteriet vara lampligt.

3. Om specialmetoderna inte lyckades, betrakta serien ) ., |ax|, om serien inte redan
ar positiv. Vi kan testa rot- och kvotkriterierna.

(a) Om ay innehaller fakulteter k!, sa kan kvotkriteriet vara lampligt.

(b) Om ay innehaller nagon exponentiell faktor (och kvotkriteriet inte redan gett
gransvirde 1), testa rotkriteriet. Det kan vara lampligt att anvdnda Stirlings
formel,

e

k= <k>k k(1 + ep).

4. Om varken rot- eller kvotkriteriet ar lampligt, sa vill du anvénda jamforelsekriteriet i
nagon av dess former. Det forsta steget ar att gora en “asymptotisk overslagsriakning”,
genom att identifiera vilka termer som dr dominanta i |ak|, och hitta en enklare foljd
br, sadan att vi kénner till huruvida > 77, by konvergerar. Till exempel &r

k*—5k+1 kK* 1 t5r stora, k
ap = ———— ~ — = —, for stora k.
T eVE KBk
Da later vi by, = 1/k, och eftersom > ;2 by, ar divergent sa tror vi att Y-, ai ocksa
ar det. Det fattas att gora det formellt, och det finns tva varianter.

(a) (Ren tillimpning av jamforelsekriteriet). Vi visar antingen att |ag| < by for
alla k& (om vi vill visa konvergens), eller att |a;| > by for alla k& (om vi vill visa
divergens). Vi behover ibland multiplicera by med en konstant for att olikheten
alltid ska gélla. I vart exempel har vi inte |ag| > by for alla k, men vi har
lag| > br/1000, och Y27, br/1000 &r divergent.

(b) (Gréansvirdesvarianten). Om vi vill slippa arbetet med att hitta en konstant att
multiplicera med, récker det att berékna limy_, o aj/bg, om méjligt. Om detta
gransvérdet ar positivt, sa har > "7 | a och Y 7- | by samma konvergensstatus. I
vart exempel ar ay /by, — 1, och > 72 by divergent, sa vi slutsatsar att Y o ak
ar divergent.



Problem

Héar ger jag manga deluppgifter i en och samma uppgift. Att avgora en series konvergens
kommer oftast vara véirt ungefar en halv uppgift pa tenta, alltsa cirka 4 poéng.

9. Avgor om serien ar absolut konvergent, betingat konvergent, eller divergent;

(a)

=k
> e

k=1
(b)
3y e

0 1/k
k
k=1

(c)

k=1
(d)
>, 3kg)
|
£~ (2k)!
(e)
sin k

(f)

1.6 Funktionsserier

Problem

10. Avgor konvergensradien for foljande serier.

(a)

> k2gk

>

k=0



(b)

0 2kl'2k+1
P klnk
(c)
> klzk
Z kk -
k=1
1.7 Likformig konvergens

For en funktionsfoljd {f,}>2, forvéntas ni kunna hitta gransfunktionen f, och avgora om
fn — f likformigt pa ett givet intervall. For en funktionsserie ) un,(z) forvéntas ni
kunna anvanda Weierstrass majorantsats for att visa likformig konvergens. Ni forvantas
ocksa kunna tillimpa likformig konvergens for att byta ordning pa grénsvérden, och byta
ordning mellan summation och integration.

Problem

11. Betrakta funktionsfoljden { f,}°°; given av
fn(x) = naxe ™.
Visa att f,, inte konvergerar likformigt pa [0, 1] d& n — oo.

12. Visa att funktionsserien -
1

Z n2e—= + ne—ne

ar likformigt konvergent pa [0, 1].

2 Del 2 — Teori och problemlosning

Uppgifterna har kréver oftast lite mer kreativitet dn de i foregaende sektioner.

13. Bestam konvergensradien f6r potensserien Y 7 g yna”, dir {y,}5, &r losningen till
Ynt1 —4yn =1,
med begynnelsevillkor yg = 1 och y; = 1.

14. Bestam fourierserien for funktionen f : [0, 27] — R given av f(x) = x.



15.

16.

17.

18.

19.

Betrakta vektorrummet (2 av talfoljder {a,}22, sddana att Y oo ;a2 konvergerar.

(a) Visa att
Z anbn
n=0

konvergerar for alla {a,}, {b,} € £2.
(b) Visa att

<{an}7 {b’n}> = Z anby,
n=0

ar en skalarprodukt pa £2.

Andrad 30/5 till att krdva en kontinuerlig foljd — pastaendet ar fortfarande sant utan
det kravet, men lite svarare att visa.

Lat {fn}22, vara en foljd av kontinuerliga funktioner, definierad pa I = [0, 1], sadan
att lim, o frn(x) = 0 for varje x € I. Betrakta foljande pastaenden:

A: f, — 0 likformigt pa I,

B: for varje talfoljd {z,}52,, med x,, € I for alla n, galler att limy, o0 fn(zyn) = 0.
Visa att A och B ar ekvivalenta, genom att:

(a) visa att A medfor B,
(b) visa att B medfor A.

Antag att {an}22, {bn}22, ar talféljder med an,b, > 0 for alla n, och sadana att
limy, o0 @ /by, = A for en positiv konstant A. Antag ocksa att Y ", by, &r konvergent.
Visa att >, a, ar konvergent.

Lat V vara ett vektorrum, med ett underrum U som spanns upp av uq,...,U,. Lat
Ut ={weV:(wu)=0i=1,...,n}.

(a) Visa att U+ &r ett underrum till V.
(b) Visa att U-NU = {0}.

Funktionen y = sin x uppfyller differentialekvationen
y'+y=0, y(0)=0,y'(0)=1

Visa hur detta kan anvéndas for att harleda Taylorserien

] e o1 kaJ—l
ST = Z(—l) m
k=1 ’



20.

21.

22,

23.

24.

Lat A vara en m x m-matris, och B en m X n-matris, dir m < n. Ar det mojligt att
avbildningen F': R" — R" given av

F(z) = BTABx
ar inverterbar?
Tips. En linjir avbildning F' pa R™ &r inverterbar om och endast om dim V' (F') = n.
Lat V vara vektorrummet av talféljder {a,}; ;.

(a) Visa att médngden U av konvergenta talféljder ar ett underrum till V.
(b) Lat A € R och betrakta méngden

My = {{an}sp € U : lima, = A}.
For vilka virden pa A ar M) ett underrum till V7

Avgor for vilka varden ¢ > 0 som serien

S (o)

n=1

ar konvergent.

Integralgranser andrade 31/5, da tidigare grdnser inte gjorde uppgiften losbar med
Weierstrass.

Berakna integralen
2 o0
/ Znefmdx.
I n=o

Om du dndrar ordningen mellan integration och summation, méaste detta motiveras val.

Visa att foljande serier konvergerar, genom att anvinda det faktum att

v_1
lim —1.
x—0 x
(a)
n=1 \/ﬁ

(b) .
z:el/n2 o 61/2712'
n=1



25.

26.

27.

28.

29.

30.

Visa att ett icke-trivialt vektorrum maste innehalla odndligt manga vektorer.

(a) Visa att om Y 7 ay &r en absolut konvergent serie, sa &r y p-  ag absolut kon-

vergent.

(b) Ange ett exempel som visar att detta inte behover vara sant nér ) - ag &r

betingat konvergent.

Vi forsoker skapa ett vektorrum som bestar av tva element, V' = {a,b}. Definiera

addition pa V genom

a®a=a,
a®b=0b,
b®a=0,
beb=0.

Definiera skalarmultiplikation genom

AOa=a, VIeER,

AOb=0b, VA#0.
Forklara varfor detta inte ar ett vektorrum.
Lat V = R3*3 vara vektorrummet av 3 x 3-matriser. Lat
U={AcV:A=-AT}.

(a) Visa att U &r ett underrum till V.
(b) Ange en bas for U.

(c) Lat F: V — V vara den linjdra avbildningen
F(A)= A+ AT
Avgor dim V(F).
Lat A vara en n x n-matris, och antag att N(A) NV (A4) = {0}.

(a) Visa att N(A?%) = N(A).
(b) Visa att V(42) = V(A).

Antag att F': V — V &r en linjér avbildning sadan att F'(F'(v))

F(v) for allav e V.



31.

32.

33.

34.

35.

(a) Visa att
U={veV:F)=uv}
ar ett underrum till V.

(b) Visa att varje vektor u € V' har en unik uppdelning
U= Uy + u2
dér u; € N(F) och ug € U.

Fizad 31/5.

Lat U, V,W vara vektorrum, och lat F' : U — V och G : V — W vara linjara avbild-
ningar. Lat H(u) = G(F(u)).

(a) Visa att H ar en linjar avbildning.

(b) Anta att N(G) NV (F) = {0}. Vilka av foljande likheter maste da gilla? Om ja,

ge ett bevis, och om nej, ge en motivering.

(i) N(H) = N(F),

(i) N(H) = N(G),
(iii) V(H) = V(F),
(iv) V(H) = V(G).

Antag att V ar ett dndligtdimensionellt vektorrum, och U, W C V underrum. Visa att

dim(U + W) = dim U + dim W — dim U N W.

Visa att foljande dr underrum till vektorrummet R=1 av talfsljder {a,}2 ;.

(a) Méangden av konvergenta talfoljder.
(b) Méingden av begrénsade talfoljder.

(c) Méngden av monotona talfdljder.

Lat V vara vektorrummet av kontinuerliga funktioner f : [0, 1] — R, med skalérprodukt

1
(f.g) = /0 F(2)g(x)dz.

Lat U = Span {1, z,e"}.

(a) Hitta en ON-bas for U.
(b) Hitta ortogonalprojektionen av 22 pa U.

Uppgiften borttagen, da den var felformulerad.

10



3 Svar, ledningar, losningar
Med reservation for fel.

1. Karakteristiska ekvationen 72 — 4r + 3 = 0 har l6sningar ;1 = 3 och 9 = 1, sa den
homogena 16sningen ar
y{ = A3" + B,

dér A och B &ar godtyckliga konstanter. Eftersom basen 3 i hogerledet 3™ &r en av
rotterna, ansatter vi partikularlosning

yﬁlp) = (Cn3".
Denna sétts in, och vi identifierar koefficienter:

3" = yPly — 4yP), + 3y
= C(n+2)3""2 —4C(n+1)3""* 4+ 3Cn3"
=3"(9Cn+ 18C — 12Cn — 12C + 3Cn)

=3" x 6C.
Vi far C =1/6. Sa den allménna l6sningen &r

yn:A?)”—i-B—i-%.

2. Rotterna ar bada 3, sa
yh) = (An + B)3™.

Vi ansatter
yP) = Cn + D.

Da far vi

n—3=C(n+2)+D—-6(C(n+1)+D)+9(Cn+ D)
= (C' = 6C +9C)n + (2C + D — 6C — 6D + 9D)
=4Cn+ (—4C +4D).

Genom att identifiera koefficienter fas 4C' = 1 och 4D—4C = —3. Detta ekvationssystem
har 16sning C = 1/4 och D = —1/2, sa

n 1

11



Ratt ansats ar yﬁf’) = (C2".

1 1 4 37
Yn = 2" (ACOS (gn> + Bsin (gn>) + o (=1)"+=n?— —n— —.

5. (a) Vi kollar forst om vektorerna

1 1 0
v = 1 Vg = 0 V3 = -1
0 |’ 1]’ -1
1 1 0
ar linjart oberoende. Vi loser ekvationen zv; 4 yvs 4+ zvg = 0. Detta motsvarar ett
ekvationssystem
T +y =0,
x —z =0,
Yy —% = 07
T +y = 0.

Detta har endast 16sningen x = y = z = 0, sa vektorerna &r linjért beroende. (Man
kan foredra att gora vektorerna till kolonnvektorer i en matris och radreducera
den.)
En bas ges da av de tre vektorerna sjilva.

(b) Vi tilliampar Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod, med v, v2, v3 som utgangspunkt.
Lat €] = v1, och

1 1 1
/
r_ _<U27€1> r_ O 21 _1f -2
=Ty AT 1 T3l o | T3] 3
1 1 1
Vi fortsatter:
0 1 1
1 ! — —1 ~1/3 1| -
AL 1 1 ol [ I (L Y e
(e1,€1) (e, ¢h) -1 310 15/9 3| 3
0 1 1
0 1 1 6 2
—1 +1 1 +i 2| 1| -2 | 1 -4
! 31 0 5 3 | 15| 12| 5| —4
0 1 1 6 2



Nu har vi en ortogonalbas, och en ON-bas ges av

1
1, 111
61: = —
leill ™ V3| 0
1
1 ’ 1
€9 = 7
EAs \/15 93
1 1
€3 = /

lesll

= /40/25

1

5

1 1
2| 1 | -2
3 V15 3 ’
1 1
2 1
-4 1 1 -2
—4 vio |l —2
2 1

(c¢) Nu kan vi tillimpa projektionsformeln. Projektionen av v ges av

v' = (v,e1)er + (v, ea)ea + (v, e3)es

{
1
I
V3v3 | 0
1
1
“|o
1

Projektionen av v ar alltsa v’

6. A och C ar underrum.

)

= .

1 1
-9 N -2 1 -2
3 V1010 | —2
1 1

—_ = = =

(Detta hénder da v tillhér U.)

For att se att B inte dr ett underrum, notera att funktionen |z| tillhér B, men 2|z| inte
gor det. Detta gor att B inte uppfyller kravet “u € B och A € R = Au € B”.

For att se att D inte &r ett underrum, notera att funktionen f(x) = % tillhor rummet
men g(z) = 1 inte gor det. Vi har g = 2f, sa kravet “u € D och A € R = Au € D”

misslyckas.

7. Radreducering av A ger

A/

o O o

O O = O

0 1
0 2
1 -1
0 0



Kolonner 1, 3, 4 dr pivotkolonner, sa en bas for V(A) ges av motsvarande fyra kolon-
nvektorer i A;

1 -1 0
-3 4 2
2 ’ -1 |’ 3
1 0 1

For att hitta en bas for nollrummet, noterar vi forst och framst att N(A) = N(A');
radoperationer fordndrar inte nollrummet. (En form av) den allménna lésningen for
Alz =0 &r

r] =25 —t,
o9 = S,
xr3 = —2t,
Ty =1,
Ty = t

Fran detta liser vi av en bas
2 -1
1 0
01, -2 ,
0 1
0 1

genom att samla termerna med s respektive t.

. (a) Vérderummet V(F) ar ett underrum till P;, som har dimension 2. Sa dim V(F') <
2. Vi ser att 3z + 2 och 2z bada tillhér V(F'), och det ar tydligt att de ar linjért
oberoende, sa dim V(F') > 2. Alltsa ar dim V(F) = 2.

(b) Dimensionssatsen ger att
dim N (F) + dim V(F) = dim P,

sa
dim N(F) = dimPs — dim V(F) =4 — 2 = 2.

Vi behover hitta tva linjart oberoende polynom p, ¢ med F(p) = F(q) = 0 (for alla
r). Det funkar bra att gissa sig fram hir, vi ser till exempel att F(2?) = 2F(1), sa

F(z? —2) = F(2?) —2F(1) = 2z — 22 = 0,
sap =22 —2¢ N(F). Vi har ocksa

F(23) =3z +2 = —2F(z) + 5F(1),

14



sa

F(a3 +22—5)=0.
Lat ¢ = 23 + 22 — 5 € N(F). Det #r tydligt att p,q #r linjiart oberoende, si de
bildar en bas for V(F).

Alternativt kan man notera att i de naturliga baserna {1, z,z2 23} och {1,x}, ar
en matrisrepresentation for F' given av

0 -1 0 2
A= < 11 2 3 ) '
Man kan da bestdmma dim V' (A), och en bas for N(A). Basen for N(A) kommer
ge koordinaterna for basen till N(F) i basen {1, x, 22 23}, och denna ska &versiittas

till polynom for full podng. For att fa motsvarande bas som i 16sningen ovan, sa
kan man se (med metoder som i foregaende uppgift) att

-2 -5
N(A) = Span

O = O
— O N

vilket alltsd motsvarar N(F) = Span{z? — 2,23 + 2z — 5}.

9. Notera att for positiva serier racker det att sdga “konvergent”, da det inte ar mojligt att

10.

dessa ar betingat konvergenta. Positiva serier dr antingen (absolut) konvergenta eller
divergenta.

(a) (Absolut) konvergent, jaimfor med Y k3.

(b) Divergent, jimfor med > kL.

(c) (Absolut) konvergent, jamfor med S k—3/2.

(d) (Absolut) konvergent, anvénd kvotkriteriet.

(e) Absolut konvergent, jamfor absolutbeloppet med S k=3/2,

(f) Betingat konvergent; anvand Leibniz for att visa konvergens, och jamfoér absolut-

beloppet med t.ex. > k™! for att visa absolut divergens.

(a) R =3, anvénd rotkriteriet.

(b) R=1/+/2; vi har

ok | | 2k+1 1/k
fm (TN g,
k—o0 Elnk

s& serien konvergerar nir |z| < 1/4/2 och divergerar nir |z| > 1/v/2.

(c) R = e, anvénd Stirlings formel.

15



11.

12.
13.
14.

Punktvis konvergerar f6ljden till funktionen f(x) = 0. Notera att om z, = 1/n sa ar
frnlxn) = e~ ! for alla n. Detta val av z,, #r det som maximerar f, for varje n. D& &r
inte f6ljden likformigt konvergent. (jmf uppgift 16)

Anviand Weierstrass.

R=

=

Vi beraknar

1 27 9 2
ag = / zdx = (27) = 2.
0

T 2m
For k> 1 ar
1 2m
ay = / x cos(kx)dx
T Jo
1 : 2m 1 27
— ([:L‘Sln(kx)] - / sin(k:x)da:)
s k 0 k 0
1 2
=—— in(kx)d
= sin(kx)dx
1 2
— cos(ka:)}
[kQ =0

=0,

eftersom cos(27k) = 0 for alla k € Z. Det aterstar att berdkna

1 2m
b, = / xsin(kx)dx

_ ({ z cos kx] . +% /027rcos(k:v)d$>

2

~Z f[SIH(km)]x 0
__2
k'

Fourierserien ges da av

o0 2
% + ; ay cos(kx) + by sin(kz) = 7 — % A sin(kz).

15. Anviind 0 < |anb,| < a? + b2.

16



16.

17.
18.

19.

a) Lat {x,}>°, vara en godtycklig talféljd med xz,, € [0,1]. Lat € > 0, och lat N vara
n=1
sadan att
n> N, = |fo(x)] <e Vzel01].

Da géller sarskilt for n > N, att |fn(x,)| < € for alla n > N, vilket innebér att
fn(zn) — 0 enligt definitionen av gréansvérde for talfoljder.

(b) For varje n > 1 kan vi vélja z,, sadan att

|fn(l'n)| = Sup{’fn(l‘” HEGES [07 1]}7

eftersom f, &r kontinuerlig och intervallet [0, 1] slutet. Pastaende B medfor att
fn(zn) — 0, vilket medfor att f,, — 0 likformigt pa [0, 1].

Se beviset av Sats 18.9.

For (a), anvinda Sats 1.2 med de tre underrumskraven. For (b), anta att v € Ut NU
och visa att (v,v) = 0.

Vi ansatter en 16osning
o0
k
y=) aw
k=0

till differentialekvationen. Vi har att
o0
y' = k(k—agz"?,
k=2
say” +y =0 ger

k(k —1)apz®2 + Z apx”
k=0

ol

B
||
N

(k4 2)(k + 1)ap22® + Z apx”
k=0

M

e
Il
o

[(k +2)(k + Vagt + ax] =*.

o

b
I

0

For att denna likheten ska gélla maste det vara sa att
(k+2)(k+ Dagr2 = —ak
for alla k > 0. Begynnelsevillkoren ger dessutom

0 =1y(0) = ao,
1= y'(O) =a.
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20.

21.

22,

23.

For jamna k galler att

ak—2
k(k—1)
i Af—4
 k(k—1)(k—2)(k —3)

= (_)k2%0

ap = —

Men ag = 0, sa a = 0. Pa samma sétt, om k ar udda &r

_ a _ 1
ap, = (_1)(k 1)/2]{:71! _ (_1)(k 1)/2H'

Alltsa &r aj, = 0 for jamna k och ay = (—1) ~1/2/k! for udda k. D4 &r

2k—1

X > k—1 X
—r— 4= Y. S
A TR ;( N Ty

Det &r inte mojligt. En linjar avbildning F' : U — V har dimV(F) < dimU. Vi
har V(F) C V(BT), eftersom vi kan se F' som en sammansiittning av avbildningarna
B, A, BT i den ordningen, och dim V(BT) < m.

(a) Nollsekvensen &r konvergent, och vi kan addera och multiplicera konvergenta foljder

utan att paverka konvergensen.
(b) Bara nar A = 0.

Vi skriver

1 1 c c
0< —— = < .
“n n+c nnt+c) " n?

Serien ar da konvergent enligt jamforelsekriteriet, for varje ¢ > 0.

Vi dndrar ordning pa integral och summa. For detta behOver vi visa att serien ar
likformigt konvergent. Enligt Weierstrass majorantsats racker det att notera att

ne ™ <ne ", 1<x<2,

och att Y n =1%ne ™ ar konvergent. Da foljer det att funktionsserien &r likformigt
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konvergent, och vi har

2 0 )
/ Zne_mdm: Z/ ne "dx
1 n=0 n=0 1
o0
— Z 6—2n _e

n=0
1 1
1—e2 1—et
e? e
e2—1 e—1
e —e(e+1)
ez —1
—e
e2 -1’

Hér har vi anvént att > ;2" =1/(1 — ) nér |z| < 1.
24. (a) Ledtraden kan ocksa skrivas som att

1/n _
fim S 1

Vi modifierar detta sa att det passar serien i fraga, a, = (e'/" —1)//n,

1/n

. € . a
1= lim ——— xn%? = lim —2_.
n—00 \/ﬁ n—oo n—3/2

Vi vet att > o7, n=3/2 &r konvergent, si da &r dven >0 | an konvergent enligt
(gréansvirdesversionen av) jamforelsekriteriet.

Alternativt kan vi anvénda ledtraden sahar. Ledtraden ger att

lim n(e!/™ —1)=1.

n—oo

Da finns ett N sadant att om n > N sa ar 1/2 < n(e'/" — 1) < 3/2 (enligt
gransvirdesdefinitionen). Da géller att

0<761/n_1<i:73 .
=T S n iR

Tillampa jamforelsekriteriet.

19



(b) Informellt téanker vi att
e ~l+zx

for sma x, sa da bor vi ha, for stora n,

12 122N 1 1 _1

Detta guidar oss till ratt gransvarde att berdkna, ndmligen

o el/n? _pl/2m? . (61/n2 -1) - (61/277,2 —1)
lm ———— = lim
n—00 1/2n2 n—00 1/277,2
el/m* _q el/2n® _q
=2lim ————— — lim ——+—
n—00 1/n2 n—00 1/2n2
=2-1=1.

Gransvardesvarianten av jamforelsekriteriet ger att serien konvergerar, eftersom
S0 1 1/2n? gor det.

25. Om V éar ett icke-trivial vektorrum, sa maste det innehalla en vektor v som inte &r dess
nollvektor. For varje reellt tal A giller att Av € V. Vi visar att dessa ar olika vektorer
for alla .

Anta att \jv = Aqv for A1 # A2 € R. Da &r
0=Mv— v = (A — Aa)v.
Vi multiplicerar bada sidor med 1/(A; — A\2), och far
0=w.

Detta dr en motsagelse, sa det maste galla att A\jv # Agv nar A\ # Ao. Eftersom R ar
oandligt stort, ar da dven V det.

26. Manga av riaknergelerna funkar, och vi ser att a ar rummets nollelement. Men, rummet
saknar en additiv invers fér b. Vi kan inte addera nagot till b och fa nollelementet a.
(Det finns flera andra sétt att motbevisa att det skulle vara ett vektorrum, vi kan till
exempel héanvisa till foregaende uppgift om att ett icke-trivialt rum maste innehalla
oandligt manga element.)

27. Borja med att 6vertyga/paminna dig sjalv om att dimV = 9, och att “nollvektorn”
i detta vektorrum &r 3 x 3-matrisen med bara nollor. Om man &r van vid att tdnka
pa linjara avbildningar som matriser kan denna uppgiften stélla till det for en, for
nu ar aven variablerna matriser. Om vi skulle hitta en matrisrepresentation av F, sa
skulle den vara av storlek 9 x 9, och vara 3 x 3-matriser skulle beh6éva Gversattas till
koordinatvektorer av langd 9 (till exempel genom att lagga kolonnerna efter varandra).

20



(a) Nollmatrisen &r uppenbarligen med. Om A, B € U, sa ar
A+B=—-AT - BT = —(A+ B,
sa A+ BeU. Om A€ U och A €R, sa ér

A = A(—AT) = -(\A)T,

sa M e U.
(b) For en allmin matris
a b ¢
A=\ d e f
g h 1
s& innebir A = —AT att
a b ¢ —a —d —g
d e f =] -b —e —h
g h i —c —f —i

Viser da att om A €U samatevihaa=e=i=0,0ochb=—-d,c=—g,f =—h.
Vi kan skriva

0 =z
U= -z 0 =z z,y,z €R
-y —z 0
0 10 0 01 0 0 O
=qz| -1 0 0 |4y 0O 004+~ 0 0 1 z,y,2 €R
0 00 -1 0 0 0 -1 0
Fran detta avléser vi en bas for U, namligen de tre matriserna i det sista uttrycket;

0 10 0 01 0 0 O
-1 0 0 |, 0 0 0], 0 0 1
0 00 -1 0 0 0 -1 0

(c) Rummet U ar N(F'), med dimension 3 (eftersom basen innehaller tre element) sa
dimensionssatsen ger

dim V(F) = dim(R**3) — dim N(F) =9 — 3 = 6.
28. (a) Anta att x € N(A). Da &r

A%z = A(Az) = A0 =0,
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sé x € N(A?). Detta visar att N(A) C N(A?).
Anta nu att = ¢ N(A). Da ar y = Az # 0, och vi har y € V(A) enligt definitionen
av V(A). Villkoret V(A) N N(A) = {0} ger att y ¢ N(A), alltsa Ay # 0. Da &r
alltsa

A%z = A(Az) = Ay # 0,
sdx ¢ N(A?). Alltsd, z ¢ N(A) medfor z ¢ N(A2%). Da ir N(A?) C N(A). Vi har
visat att N(A?) = N(A).

(b) Bade A och A? #&r n x n-matriser, s dimensionssatsen (tillimpad tva ganger) ger

dim V' (A?) =n — dim N(A?%) = n — dim N(A) = dim V(A)

29. (a) Kolla “de tre kraven” med hjélp av definitionen for linjéra avbildningar.

(b) Notera forst att om u € V sa &r
F(u— F(u)) = F(u) - F(F(u)) = F(u) — F(u) = 0,

sa u — F(u) € N(F). Vi har ocksa F(u) € U, eftersom F(F(u)) = F(u). Sa en
representation u = uj + ug ges av u; = u — F'(u) och ug = F(u).

Vi har nu visat att V' = N(F') + U, och vill visa att det ar en direkt summa. Det
riicker d& att visa att N(F)NU = {0}. Sa, anta att v € N(F)NU. Da galler

v=F(v) =0.

Den forsta likheten for att v € U, den andra for att v € N(F'). Alltsa dar N(F)NU =
{0}, sa V = N(F) @ U, vilket skulle visas.

30. (a) Lat u,v € U och «, 8 € R. Eftersom F och G &r linjira har vi da
H(au + pv) = G(F(au + pv))
= G(aF (u) + BF(v))
= aG(F(u) + BG(F(v))
= aH(u) + fH(v),
sa H ar linjar.
(b) Vihar F: U —-V,G:V —-Woch H:U — W, sa

N(F)CU V(F)CV,

N(G)CV,V(G)CW,

N(H)CU V(H)CW.
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Vi kan direkt utesluta att N(G) = N(H) eller V(F) = V(H) skulle gélla generellt,
eftersom dessa ar underrum till olika rum.

Vi visar att N(F') = N(H). Anta forst att uw € N(F'). Da ar

H(u) = G(F(u)) = G(0) =0,

eftersom varje linjér avbildning G har G(0) = 0. S& u € N(H) for varje u € N(F),
och N(F)C N(H).
Anta att u ¢ N(F). Daér F(u) # 0, och V(F)NN(G) = {0} ger att F(u) ¢ N(G).
Da ar

H(u) = G(F(u)) # 0,
sa u ¢ N(H). Detta visar att N(H) C N(F).
V(G) = V(H) aterstar. Detta kommer inte gilla generellt. Till exempel kan vi lata
U= {6}, Vf ]R,_’och W = R. Det finns bara en linjar avbildning F : U — ‘_{,
namligen F(0) = 0. Vi kan lata G : V — W vara G(v) = v. Da & V(H) = {0}
medan V(G) = R. Sa likheten géller inte generellt.

31. Se boken/anteckningar.
32. Inga konstigheter, anvand Sats 1.2.

33. Gjordes pa foreldsning.

23



