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Vad ar sannolikhet?

Vad ar sannolikheten for att vinna lotteriet?
Vad ar sannolikheten for att det blir soligt imorgon?

Sannolikhet (given som en siffra mellan 0 och 1) ar ett matt pa
hur troligt det ar att en viss handelse intraffar:

Antingen utifran en matematiskt modell (teoretisk) eller
erfarenhetsgrundad (relativ frekvens).
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e Utfall: resultat av ett slumpmassigt forsok /experiment, s.k.
elementarhandelse.

e Utfallsrummet: mangden S av alla méjliga utfall.

o Tradiagram: ett satt att beskriva utfallsrummet for stegvisa
slumpexperiment (t.ex. med olika omgéngar).

e Handelse: en samling av utfall, delmangd av S.
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e Utfall: resultat av ett slumpmassigt forsok /experiment, s.k.
elementarhandelse.

e Utfallsrummet: mangden S av alla méjliga utfall.

o Tradiagram: ett satt att beskriva utfallsrummet for stegvisa
slumpexperiment (t.ex. med olika omgangar).

e Handelse: en samling av utfall, delmangd av S.

@ Den tomma mangden kallas den omadjliga handelsen, och
betecknas med (); S kallas den sakra handelsen.

@ Tva handelser A och B ar disjunkta (eller oférenliga) om
ANB=10

e Handelser A, A, ... ar parvis disjunkta (oférenliga) om
AiNA; =0 for alla i # j.
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s alle uall & bla  Secnobilia

Exempel (Laplace experiment)

L3t oss kasta en tarning.
S=51,2,24,563 dr wivgle awalla ujle wkfoll.
Lov [ % 0 wgl)i, Cifen damectniudelse .
A = 12,96) sldle vam Wandelsen ol bamioe. wiwr Ok adal ogene
§ = §34,5,6) — ot 3 Seone
kod & os ke ‘i'\s\/“‘"“u"\wL AnB={ te) ; wan Koc, C o5 dis‘)LMUu; hnC=&

L3t oss kasta tva likadana tirningar pa en gang.

‘«Ha)lsmmuj( bestar ay allo par ay 50%17«- wollae odh £ dode o de
odnade (L W bde b slilje wellane (1,2) ock (2,1)

S = {(L)')) ,leisye ¢y = 100,02, V/Cl,GJ)/(Z,Z)/(Z/g),..]@,ﬁ>,...)@/3),@6),(6,9]3
0BS: Dessa o ude v guasma 3ot Ded fiwns fUR Lo biveal e

a outs(l,ou Stlae Maw&’aﬂu il (l,Z), hocle iLde {;,r pos uned, Sowauma

sfha s Lo (33) = gt Loplace — experueed !
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Exempel (Tradiagram)
Ett mynt kastas 3 ganger.

Klave betecknas med 0 och krona med 1.
Utfallsrummet kan representeras genom ett trad:

N
2N
/// \\\“\
(o) O
— \ /\/\/
[/{l- \|/1 ) ( Ox(l '\j ::I
R R KR
\ Y 7 N ™
Q) Q) o O v W O W

wolsmsS

S = {000,001010)011, 100,101,110, 111}
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.,

Myntet kastas tills krona dyker upp fér férsta gangen.

S = {1,01,001,0001,...}.
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For att kunna hantera sannolikheter pa andliga utfallsrum, ar det
viktigt att kunna berdkna antalet av elementarhdndelser.

Teorin bakom det — att rakna fram alla olika kombinationer — ingar
i omradet som kallas kombinatorik.
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Kombinatorik - Multiplikationsprincipen

Antag att ett slumpexperiment sker i k steg. Lat n; vara antalet
mojliga utfall i steg j € {1,..., k}. Utan vidare restriktioner ges da
antalet utfall for hela experimentet som I'I}‘Zlnj =N -Np-... Nk

Exempel

P3 en fest var 8 herrar och 9 damer bjudna. Om herrarna dansar
enbart med damerna och damerna enbart med herrerna kan vi
bilda olika danspar.

S
Tre knep namns i “Guidelines for Using the Multiplication A @
Principle” (s.11 i boken):
Obsecpern  Gro re,fe,t'th\m,\_ ax h‘(l}llcu fﬂ@‘ vakc—
- lbled B dek Ghase a¥ e Lomplunekliidefie. A’ = S\A -TseS; s AT
¢ b Mk fons reorilibiner ¢ fudim Rer dese foreh
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Kombinatorik - Permutation

Hur manga tal kan man bilda med siffrorna {1,2,3} utan att
repetera en siffra?

Enligt multiplikationsprincipen finns det 3 -2 -1 = 6 mdjliga
kombinationer:

0,2,9,01,3,2), 13,240,812,

Definition

En ordning av elementen i en mangd kallas for en permutation av
elementen i mangden.
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For att, i allmanhet, fa fram antalet permutationer av n € N
element, kan man tanka sa har:

For plats ett har vi n val. For plats tva har vi bara n — 1 val, da
elementet som star pa plats ett redan ar taget, osv. Antalet
ordningar blir da:

n(n—1)(n—-2)-...-3-2-1=N_; =n!

n! kallas n-fakultet. O-fakultet definieras som Q! = 1.

Det finns exakt n! permutationer av n (olika) element.
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Kombinatorik - ordnade urval

Hur manga olika tal med tva siffror kan man bilda med siffrorna
{1,2,3,4,5} utan att repetera en siffra?

Enligt multiplikationsprincipen finns det 5-% = 2o

olika tal.

Sats (ordnat urval)

Antalet satt, Py, att ordna k element som valjs bland totalt n
olika ar

nPk:n(n—l)'---‘("_k+1):m —~ nbalet
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Kombinatorik - icke-ordnade urval

Om man drar tva kort ur ett kortspel med 52 olika kort, hur manga
kombinationer finns det da for det dragna paret (om ordningen av
korten inte ar relevant)?

Enligt multiplikationsprincipen kan vi dra paret pa 52 - 51 satt.
Dock réknar vi da alla par dubbelt (om jag t.ex. drar kung i hjarter
och klover ess, kan jag dra antingen kungen eller esset forst).

Sats (icke-ordnat urval)

Antalet satt att valja k element frdn en mangd med n olika

element utan hansyn till ordningen ges av ,Cy = "ki,“ — (n_”ik'),k,
_ N

nCi kallas binomial koefficient och betecknas med (}). o aldo ovek
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Hur manga olika bokstavskombinationer kan man bilda genom att
permutera bokstaverna av ordet “MAMMA"?

Foost: S bolghves har 31 il dungar

Wtk dialla ord 3120 gdvse (42 ot byle av M wad M eller

Ao A e Gidar ordet ). AT (3)-{5) -_*l_l;z.: 0
ol bolestas ko inah rer

Om en mangd har n objekt av k olika typer, dar det finns ny
stycken av typ 1, no stycken av typ 2, osv., sd att n; +...nx = n,
ges antalet permutationer av elementen av

n _ n!
ny,no, ..., Nk nilnol -0 ng!

/ «
audadit peruudahione oV wdna u styclon av {'l},ol (m;«uj:r\hn%at)
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Sannolikhet

En sannolikhet ar ett tal mellan 0 och 1 som beskriver hur troligt
det ar att en handelse intraffar. Om handelsen kallas A, betecknas
sannolikheten att A intraffar vanligtvis med P(A).

@ Sannolikheten av den oméjliga handelsen ar 0, dvs. P(()) = 0.
Om sannolikheten for handelsen A ar nara 0 betyder det att A
mest troligen inte intraffar i ett forsok.

@ Sannolikheten av den sikra handelsen ar 1 (P(S = 1). Om
sannolikheten for A ar nara 1 betyder det att A mest troligen
intraffar i ett forsok.
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Frekventistisk Approximation

Om man repeterar ett slumpexperiment manga ganger i oberoende
forsok (utfallen i olika ronder har ingen effekt pd andra omgangar)
kan sannolikheten for en hiandelse A approximeras enligt

dar n ar antalet forsok och ny ar antalet ganger bland dem for
vilka A intraffade.
Nar n ar stor blir approximeringen mer noggrant (Stora talens lag).
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Exempel

Féljande tabell redovisar utfallen av 10 kast med en tarning. Man
ar intresserad av handelsen A="Kastad tarning visar sex égon”.

Forsok Resultat (antal 6gon) Hindelse A Relativ frekvens

1 5 Nej o/1
2 6 Ja 1/2
3 2 Nej 1/3
4 3 Nej 1/4
5 4 Nej 1/5
6 4 Nej 1/6
7 1 Nej 17
8 6 Ja 2/8
9 Nej 2/9
10 1 Nej 2/10

Om vi kastar tdrningen manga ganger, sa ser vi att den relativa

= = 1
frekvensen ligger néra .
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Kolmogorovs axiom for sannolikheter

Lat S vara ett utfallsrum, och A, A1, A, ... godtyckliga handelser.

@ P(A) >0
Q@ P(S)=1

© Om Ay, Ao, ..., Ak, ... ar parvis disjunkta handelser
(AiNA; =0 for i # j) sa galler

P({JA) =) _P(A)

iel ieN

T. Vilkas Matematisk statistik & disktret matematik, MVED51/MSG810

Forelasningl sidan 9



Laplace experiment

Antag att vi har ett slumpmassigt forsok med andligt manga
mojliga utfall, sddant att alla utfall i S ar lika troliga. Man sager
da att sannolikheten &r likformigt fordelad. Sannolikheten att
handelsen A intraffar ges da av

_A

P(A) = Gk

dér |M| betecknar antalet element i mangden en mangd M
(“antalet utfall d& A intraffar genom antalet mojliga”).

| férgdende exempel var ~ S={1,2,3,4,5,6] , 7=y, 65

(k;mu-bslmﬁ"(, A \LW :\E‘WJV') b -
3 - Sa fos won

pay= Al o 2 =4 ols: o Talin

for (oplacd excpement |
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Sannolikhetslagar
Rakneregler

S utfallsrum, A, B C S handelser.

o Komplement: Komplementhandelsen till A ar handelsen
A'="A intraffar inte." (och betecknas med A’, A eller A°) S

P(A') = 1 — P(A).

o Additivitet Om A och B ir disjunkta sa giller (uifvan @ fi bam +2 handidier)

 P(AUB)=P(A)+P(B). = |=R(H=PALA") = b+ P &)
De M U«.&)\‘ro( ochsa afl dut alll.u ‘Q&r Ac@: \P(3>= \?CAHB)‘HP(N(\@) A P < p(@)
o Additionsatsen For godtyckliga hindelser A, B giller =a 5o ' ClBatEw )

| P(AU B) = P(A) +P(B) — P(AN B)
AL Btk (A& Anb odi AnR set & oda An® & oUSmMm):
PR = RCANB) 0 (AnB) =P (AR B) + P(AAR) od dired -
P(AuB)=1P(& u (Anp)) = P(8) + PR - FAND)
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Sannolikhetslagar

Dok ar

(& - \ollade
V@'ﬂ/\/\ddwﬁm‘i)
> Walpe o okt
e R  swht wiuger /
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Sannolikhetslagar

Vi kastar en tarning. A ="“utfallet ar jamnt"” och B ="visar fler an
2 égon”. Berdkna P(AU B), P(AN B'), P(A'N B) och P(A'N B’).

5= il oG s giay B {2,y 5,¢%

AV =€1,353, 6 =302% , AuB ={23Y5.% osu
PCAUBY = ©(£2,3,%,5,6%) = =
PCAN D) = ® C{25) =
PCAAR) = P CE3s)) = 2 =3
(a0 8) = P (uB))= P(U3)= ¢
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Sannolikhetslagar
Betingad sannolikhet

Exempel

I en tillverkningsprocess for en viss produkt kontrolleras kvaliteten,
och en produkt klassificeras, fér enkelhets skull, som antingen
“duglig” eller “defekt” Man har data tillgingligt bade for en
maskin i processen av aldre typ och en av nyare slag, se tabellen
nedan. Totalt valdes ut 300 produkter slumpmassigt.

Duglig  Defekt | Totalt
Aldre maskin 170 10 180
Ny maskin 115 5 120
Totalt 285 15 | 300
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Sannolikhetslagar

A="Slumpvis produkt ar duglig”.
B="Slumpvis vald produkt ar tillverkad med &ldre maskin".

o ; < ‘o : - restldVsn. ow
C= Slfu:npws vald produkt ar dulig, givet tillverkad med aldre dc
maskin. b e Wanddse

285 180
P(A) = —, P(B) = —
(4) 300 (B) 300
Handelsen C involverar sdval A som B, och vi skriver C = A|B,
dar A|B utlises som “A, givet B”. Fran tabellen ovan kan vi finna
genom avlasning i raden fér “Aldre maskin’.

170  P(ANB)
180  P(B)

P(C) = P(A|B) =
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Sannolikhetslagar
Betingad sannolikhet

For tva handelser A, B med IP(B) > 0 defineras den betingade
sannolikheten for A, givet att handelsen B intraffar genom

P(AN B)

P(AIB) = 5
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Sannolikhetslagar

Exempel

Tva servrar, A och B, ingdr i ett natverk. Antag att handelserna A
och B motsvarar att A resp. B fungerar under en hel,
slumpmdssigt vald arbetsdag. Fran driftstatistik har man funnit
foljande sannolikheter:

P(A) = 0.90, P(B)=0.85, P(ANB)=0.80.

Natverket fungerar sa lange minst en av servrarna fungerar. Vi kan
inféra handelsen

C ="Natverket fungerar” A B

och eftersom C = AU B har vi @

P(C)= IP(x) + P(B) —P(ANB)= 05
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Sannolikhetslagar

Antag nu att vi far en rapport om att server A lagt ner. Hur stor
ar sannolikheten da att natverket fungerar denna dag? Den sékta

sannolikheten ges av C=Aub
Pean) b RB0HNN) _ P(bn ) &

P(CIA) = ~pe) - POA) |- PCA)

o5 (BnA) U (BAR) =D sad BaR A od BOAC A w
Mgt => PCE) = P(BAA )+ P(BOA)

e~
5.3% = 038

5 P(BAA)= pos = PCIR)= o= L,
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Sannolikhetslagar

Multiplikationsregel och Bayes sats

vt war Px)=o el P@)=o da
Lok soue B oda} di yreppmS wed en wella

Fér tva handelser A, B galler

E&UEK: w

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Med det kan man skriva den betingade sannolikheten som:

Sats (Bayes)

Gens - P (AnB)
P(BIA)P(A) _ SGLLZa
P(A|B) = —OAHA) - ol =
P(B) ‘ 2 PCp)
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Sannolikhetslagar
Oberoende handelser

Antag att informationen att B intraffat inte har ndgon betydelse
betraffande om A har intraffat eller ej, da géller p(A|B) =p(A).
Multiplikationsregeln blir da: P(A N B) = P(A)P(B).

A och B ar oberoende om och endast om Roms : Dheld
wr M‘WH'MM
P(AN B) = P(A)P(B). bohiosade  saunablibther

Det ar ekvivalent att saga att A och B ar oberoende med att
P(A|B) = IP(A) ifall P(B) # 0 eller med att P(B|A) = P(B) ifall
P(A) # 0.
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Sannolikhetslagar

Exempel

| en gruva finns det tva pumpar A och B som antas fungera

oberoende av varandra. Veerksamheten kan uppratthéllas s3 lange

minst en pump fungerar. Vi infér handelserna

A="Pump A fungerar en slumpvis vald dag”

B="Pump B fungerar en slumpvis vald dag".

Vi vet att P(A) = 0.9 och P(B) = 0.95.

Sannolikheten att verksamheten inte stérs en slumpvis vald dag ar
AR olemende

P(AUB) = R(R) + P@®)~ P (An8) = PG +p (@)~ PCA) P (&)= 0945
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Sannolikhetslagar
Bayes formel

Exempel

| en industrilokal finns ett brandlarm. Det ar férhallandevis
palitligt, men ibland sker falsklarm och en brand kan dven missas.
Lat B="Brand i lokalen” och L="Larm ljuder” har motsvarande
sannolikheter P(B) = 0.05 och P(L|B) = 0.98, och

P(L|B") = 0.10. Berdkna P(B|L).

W(L/\@)): P(LnB") o M’CL]@)Zm@) e‘“(”'ﬂt ,(_D!

?CH) PCR) L.
DL ’\/szL
R(8) = oos5, ®(@)= \-P@)= 0.5 ki
p y ) o a st
PCL) = PCBnL) + PCe’nl)= PCLIB) P(B) + PLIB)- PLB) bt libsns,
- = 09%8:0.05 + 0.10 - 095 = 0. Iv¢
G P(GnaLl) 0 fﬂiﬁﬁ
0 ) R
P @) = = 2L~ 03y s ot dd bnies) (e wisho 5de)
P (L) 0.1 ¢ qivek ok bouct udo
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Sannolikhetslagar S
Total sannolikhet och Bayes formel %

Lat A1, Ao, ..., A, vara en partition av S (dvs. parvis disjunkta

handelser vars union ar hela S) och B en hindelse med P(B) > 0.
D3 géller foljande:

81/\_/\;55 B i ,L':],n,u)

P(B) = P(BNA:). (oaller uten wos & porvis Ayl OcL
(B) =2 F(BNA) ey =o) Mses e a0 B

Bean's Shawv e a/l’LQA
behgpde  samnolildigtes
e d AL{: oy MJ“-‘HUWV\,
P(B|Aj) P(Aj) Mviu\:i Sa\fs&}ajm ockn
im1 P(B|A)P(A;) VBrewuda

- L
ar ¢y & far ®(B)=0
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