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Stokastiska variabler

e En stokastisk variabel (s.v.) eller slumpvariabel X (eng.
random variable) ar en funktion som for varje utfall av ett
slumpmassigt forsok antar ett reellt tal. (X : S — R dar S ar
utfallsrummet).

Exempel (myntkast)

Ett mynt kastas tva ganger. En person far 1 krona fér varje gang
myntet visar krona (och inte klave). S = {00,01, 10,11} dar 0 och
1 motsvarar klave och krona som vanligt. Detta ger upphov till en
stokastiska variabel X : S — {0, 1,2} sidant att

X(00) =0, X(01) = X(10) = 1, X(11) =2
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Diskret /kontinuerlig

@ En s.v. som endast antar ett dndligt (eng. finite) eller
upprakneligt oandligt (eng. countably infinite) antal varden
kallas en diskret slumpariabel. X(s) ar v&ﬂm;% aw X

@ En s.v. som kan anta alla varden i ett givet intervall och
sannolikheten for varje utfall ar 0 kallas en kontinuerlig
slumpvariabel.

Lat oss forst titta narmare pa diskreta slumpvariabler.
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Sannolikhets- och fordelningsfunktion

For en diskret slumpvariabel X definerar vi den sa kallade
sannolikhetsfunktionen:

@ Funktionen
f(x)=P(X=x), xeR
kallas sannolikhetsfunktion eller frekvensfunktion till X.
@ En funktion f ar en sannolikhetsfunktion om och endast om
f(x) > 0 och D_xeX(S) f(x) =1.
@ Funktionen _ EX (G) o e diddoek 50
F(x)=P(X<x), xeR

kallas fordelningsfunktion till X. De. or uagz;kmh‘mubg ¢ allusnbot ocle
sycens Uanstand foc e duclodk v
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Visa att funktionen

i) — (%) neN={1,23,...}

och f(x) = 0 annars, ar en sannolikhetsfunktion och berdkna
P(X > 4) och F(10) dar F ar motsvarande fordelningsfunktion.
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Geometrisk foljd och summa

L&t (ar¥)xen vara en geometrisk foljd (eng. geometric sequence)

o Forr #1 giller 3 ark = ar(ll__:n) och
k=1
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Lat X vara en diskret s.v. med sannolikhetsfunktion f.

e Vantevardet (eng. expectation (value)) av X ges av
Z POC= %

EX]= ) x-f(x),

xeX(S)

om > |x| - f(x) < co. Vantevardet betecknas ofta med .
@ Mer allmant, Om h ar en funktion R — R, s3 kan vi berakna

E[h(X)] = > h(x)-

xeX(S)

om >, |h(x)| - f(x) < oc.
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Exempel (myntkast)

Om myntet ar symmetriskt, dvs. sannolikheten for krona respektive
klave 1 5 vardera, ar vantevardet av wnsten i exemp/et ovan

E[X] = X”(oo) IP(oo) +>C(ol) IP(ol)HC((o) lP((o) v x(n) |P(|;) =L LSl

Exempel (térning)

L3t oss kasta en vanlig tarning en gang och skriva Y fér antalet
ogon den visar. D3 ar

E[Y]=(1+2+3+ 4% +5+6 )+
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Varians och standardavvikelse

Lat X vara en diskret s.v. med sannolikhetsfunktion f och
vantevarde E[X] = pu.

e Variansen (eng. variance) av X definieras som

VarlX] = E[(X —uf = 3 (x — u)2F(x)
= EIWOC) g wbos (ep?  XEX(S)
—2 T Sluzmm—ande
Variansen betecknas ofta med o2.

e Standardavvikelsen (eng. standard deviation) av X

definieras som
o =4/ Var[X].
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Vantevarde - rakneregler

For en konstant ¢ och tva stokastiska variabler X och Y har vi
foljande rakneregler for vantevardet:

o E[c]=c
o E[cX] = cE[X] } Med aclr ol : ]
o E[X+ Y] =E[X]+E[y] | Vil ds linat.

Rakneregler for variansen:

e Var[c] =0
o Var[cX] = c?Var[X] ,
o Var[X + c] = Var[X] - L allwandt fel owsmass

o Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]om)X och Y &r oberoende.

Bevis: direkt ur definitionen (plus lite rakning)
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Lat E[X] och Var[X] vara vantevéardet och variansen av en s.v. X,
sa galler

Var[X] = E[X?] — E[X]?

Bevis: v (%) = LFDC— )q (ohw M= EDC]B

-\F[X‘ 2 Kfp]
FDc}HE[-Z/UC}JrFF[/J (Cigstet )

= ELS) - 2p Elx) + pf (&quM)M komstaut )
- ELx) - (endf e
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Exempel (myntkast)

| ingangsexemplet géller fér sannolikhetsfunktionen f(0) = %
f(1) = 3 och f(2) =-};, vilket leder till

E[X] = —-0+l\+'v2/:|

Det betyder att om vi repeterar forsoket oandligt manga ganger

skulle medelvardet av antalet kronor per foérsok bli 1.
E[X?] = g -o'+% 12452 = S somdiger (
Var[X] = () -Ew*=3-1=1  ocho=gz.

Exempel (tarning)

For tarningen far vi ]E[Y2] L(l+%4 9 +l6+2543C) = c“
och dirmed Var[Y] = L (2P - 3[;
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L

e Variansen/standardavvikelsen beskriver hur mycket X avviker
fran yu.
e Standardavvikelsen har samma enhet som matvardena.

@ En tolkning av standardavvikelsen till en s.v. blir mest
intressant nar man jamfér tva slumpvariabler.
Till exempel om X och Y ar tvd s.v. med E[X] = E[Y] =70,
ox =5 och oy = 30, betyder det att de olika vardena av X
ligger samlade nara medelvardet, medan varden av 'Y ar
mycket mer utspridda.
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Bernoullifordelning

@ Lat X ta varden 0 och 1 och dess sannolikhetsfunktion vara

p omx =1
f(x)=<1—-—p omx=0
0 annars
Motsvarande fordelning heter Ecrnoullifdrdeining med

parameter p och forkortas ofta med Ber(p).

@ 0 brukar tolkas som misslyckande (eng. failure) i ett forsok
och 1 kallas lyckande (eng. success).

e E[X] = p och Var[X] = p(1 —p). (rakna sjalv!)
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Geometrisk fordelning

o | ett forsok intraffar en handelse A med sannolikhet p
(Bernoulli experiment). Forsoket upprepas tills A intraffar for
forsta gangen (repetition av ett bernoulliexperiment).

o Forsoken ar identiska och oberoende av varandra (dvs.
sannolikheten att A intraffar ar p i varje forsok, oavsett
tidigare utfall).

@ Lat X rakna antal forsok som behovs tills A intraffar,

X(S)=N=1{1,2,3,...}.
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Geometrisk fordelning

Da galler:
P(X=1)=p, P(X=2)=(1—-p)p, P(X =3) = (1 — p)?p, osv.
och allmant for k € N:

P(X = k)= (1-p)'p.

Fordelningen heter geometrisk fGrdelning (pd N) med parameter
p och forkortas ofta med Geori(p).

[X — 1 som raknar antal misslyckande har geometrisk férdelning
(med parameter p) pa No = {0,1,2,...}/]
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Binomialfordelning

@ L3t oss titta pa oberoende repetitioner av ett
bernoulliexperiment, precis som ovan (P(A) = p i varje
omgang).

e Lat X rakna antal ganger A intraffar i de forsta n forsoken,

X(8)=1{0,1,2,...,n}.

Da galler:
P(X = 0) = (1 p), B(X = 1) = n(1 — p)" 1,
P(X =2) = (5)(1 — p)" 2p? och allmant for k € {0,1,...,n}:

P(X:k)_()(l p)"kpk.

Fordelningen heter Sinomialférdelning med parametrar n och p och
D
C

forkortas ofta med Ein(n. p)
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Momentgenererande funktion (m.g.f.)

e Momenten till en slumpvariabel X ar vardena E[X], E[X?],
E[X3], ..

@ Vantevardet ar det forsta momentet och variansen ar
differensen mellan det andra och kvadraten av det forsta.

@ Den momentgenererande funktionen av X ar
mx(t) = E[e™]

@ Uppenbarligen ar mx(0) = 1, men det ar inte garanterat att
E[etX] existerar for andra varden av t.
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Sats

L4t X vara en slumpvariabel fér vilken E[e*X] existerar for t
tillrackligt nara 0. D3 galler
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Geometrisk fordelning

For X ~ Geom(p) ges sannolikhets- och férdelningsfunktionen av

f(k) =p(1—p)k~t, fér k € N, f(x) = 0 apnars, ‘a@k Fussino for q= lf ;7= (1p)
respektive F(k) =1—(1—p)*. [Fuw)= Z’ BGM) = ((l V’>> ]

Den momentgenererande funktionen till X ges av e

mx(t) = ——

dirg=1-p, for t < —In(q).
O v\w.(ek)«aor & e{(l o) < |

Med mi(t) = T%g och my(t) = pel(;;:,’;—) (rakna sjalv!) foljer

E[X] = m(0) = 5 samt m(0) = p(}:q) = 1:2‘7 och

Var[X] = miy(0) — (mh(0)2 = 148 — & — § — Lop,
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Binomialfordelning

For X ~ Bin(n, p) ges sannolikhetsfunktionen av

f(k) = {(E)(l —p)"kpk om ke {0,1,...,n}

0 annars.
For fordelningsfunktion kan man anvanda tabell | i boken
(s.687-691).

Den momentgenererande funktionen till X ges av . .
-
[EEH)= Z e () ()™t
“ -° . m
= (ﬁ)(yet) (l-p)M z (C-p)+ \oeft)h

w=0

dirg=1—p, teR. Bt al saks

D8 X = S0, X; for X1, Xa, . .., Xy @beroende

Ber(p)-slumpvariabler foljer med hjalp av raknereglerna ovan
omedelbart E[X] = np och Var[X] = npq. % oes.

"EE)(Jr +)l'] EX T+ EX.,\ = up VM(K)ﬁVMCXG)*mWW()(O:U\P(l—p\)

mx(t) = (q + pe’)",

I°
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